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PRÉFACE 


Le présent ouvrage n'est pas un recueil de problèmes dans 
le sens habituel du mot. Il contient des problèmes destinés non pas 
à des débutants mais à des lecteurs se trouvant sur le point de termi- 
ner le cours de résistance des matériaux. Son dessein n'est pas de 
donner un exposé exhaustif de tout le cours, mais d'attirer l'atten- 
tion du lecteur sur certains problèmes délicats que l’on passe outre 
dans le cours ordinaire ou, sur ce genre de problèmes qui souvent 
échappent à l'attention de l'étudiant non seulement au cours de sa 
formation, mais encore au cours de son activité ultérieure. 

Le degré de difficulté des problèmes est aussi différent : il y en 
a de simples et de compliqués. La résolution de certains n’exige, dans 
le cadre des connaissances habituelles, que de la présence d'esprit ; 
il y en a d’autres pour lesquels il est indispensable de recourir 
à l’appareil le plus élémentaire de la théorie de l’élasticité. Pour de 
nombreux problèmes, apparemment compliqués, la solution s'avère 
d'une facilité surprenante. Pour d’autres, la réponse qui à première 
vue paraissait évidente, peut s'avérer fausse. 

En résolvant des problèmes de ce genre, même un lecteur averti 
n'est pas immunisé contre des erreurs éventuelles. Aussi, tous les 
problèmes sont-ils accompagnés de solutions détaillées dont le but 
est d'élargir l'horizon des connaissances du lecteur s'intéressant 
non pas tant au processus qu'aux principes de résolution des problè- 
mes, ou alors, de donner la possibilité de contrôler le résultat obtenu 
dans le cas où le lecteur aurait l'intention d'agir de sa façon et de 
résoudre le problème sans; se conformer au schéma donné dans le 
livre. 

L'auteur s'est décidé à publier ce livre qui, en quelque sorte, 
sort du commun, dans l'espoir qu'il sera utile à un nombre assez 
grand de lecteurs. 

L'expérience de travail montre que la majorité d’étudiants sont. 
loin de se satisfaire toujours de la solution des problèmes-types exposés 
dans les recueils d'exercices habituels. Nombreux sont les étudiants 
qui se posent souvent des problèmes dépassant le cadre du cours et 
exigeant une compréhension beaucoup plus DER SneE de la matière; 
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il est donc naturel leur désir de mesurer leurs forces en résolvant des 
problèmes plus compliqués et plus intéressants pour lesquels il faut 
plus de présence d'esprit, de connaissances et d’assiduité. 

Par comparaison aux première et seconde éditions, le recueil est 
complété par une série de problèmes nouveaux. Les plus intéressants 
et les plus originaux sont, de l'avis de l’auteur, les problèmes se 
rapportant à la stabilité non linéaire et au passage des formes d'équi- 
libre aux formes de translation. 

Au cours de ces dernières années, on a introduit dans l'arsenal des 
chercheurs les méthodes d'analyse au moyen de calculatrices. Ce qui 
était autrefois inaccessible est devenu affaire de tousles jours. Tenant 
comptle du fait que la technique de calcul électronique est aujourd'hui 
utilisée non seulement par les boursiers de thèse mais aussi, dans 
pas mal de cas, par les étudiants, l'auteur a cru opportun d’introdui- 
re dans le recueil quelques problèmes qui peuvent être résolus sur 
calculatrices. Cette démarche se justifie entièrement par un emploi 
de plus en plus croissant des machines électroniques qui, dans un 
avenir non lointain, deviendront l'instrument dominant de calcul. 

Le présent ouvrage se propose avant tout de satisfaire à ces 
aspirations de la jeunesse. Il est écrit à un niveau de compréhension 
accessible aux étudiants sur le point d'achever le cours de résistance 
des matériaux. Ce livre peut aussi s'avérer utile aux professeurs dé- 
butants et susciter également de l’intérêt chez des ingénieurs s’inté- 
ressant à élever leur niveau de connaissances. 

L'auteur estime pour lui un devoir agréable d'exprimer sa recon- 
naissance à L. Balbouch, V. Biderman, I. Birgger pour leur aide dans 
la sélection et la correction des problèmes ainsi qu’à L. Andréeva 
qui a pris une part active dans la préparation du manuscrit. Il sera 
également reconnaissant à tous ceux qui, à l'avenir, ne manqueront 
pas de lui faire part de leurs remarques sur le livre. 
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PROBLÈMES ET QUESTIONS 


I. TRACTION, COMPRESSION 
ET TORSION 


1. Un système composé de deux barres est soumis à une sollici- 
tation simultanée des forces P, et P. dirigées le long des barres 
(fig. 1, a). 

L'énergie potentielle de déformation sera, comme on sait, égale à 

y = Pin y Pile 
DEF) l2ESFe. 
Après avoir calculé les dérivées partielles de la fonction de l’énergie 
potentielle par rapport aux forces P, et P,, trouvons les déplacements 
du point À selon les directions Z et 2 (u, et u,, fig. 1, b): 
Pil: __ Pole 
EF 7 Eee 


Montrez graphiquement quel sera le déplacement total du point À. 


Uy — 


Fig. 1 Fig. 2 


2. Une ferme plane (fig. 2) est composée de r > 2 barres identi- 
ques, uniformément distancées et réunies en un nœud commun. Une 
force P est appliquée dans le plan de la ferme. Montrer que le dépla- 
cement du nœud © restera toujours dirigé selon la direction de la 
force P et que la valeur de ce déplacement ne dépend pas de l'angle &. 
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3. Un système est composé de deux poutres rigides impondérables 
aux appuis articulés 4C et EG, ainsi que de deux barres BE et CF. Au 
point D est appliquée une force P agissant le long de la barre CF (fig. 3). 


Fig. 3 


1) Quel est le degré d’'hyperstaticité de ce système ? 

2) Quelles sont les contraintes engendrées dans les barres? 

4. Dans une plaque absolument rigide est pratiqué un orifice dans 
lequel se trouve un boulon flexible. Ce dernier est soumis à l'extension 
par une force de précontrainte V,. Après le serrage, une force P est 
appliquée à l’écrou inférieur (fig. 4). Comment, dans ces conditions, 
changera la contrainte exercée sur le boulon? 
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Fig. 4 Fig. 9 


5. Les données du problème précédent sont compliquées de la 
manière suivante: sous l'écrou inférieur on fixe un joint flexible 
(fig. 5). Quand le joint est comprimé par une force P, son épaisseur 
diminue d’une valeur égale à 

A 
C 
c étant la rigidité du joint. 

Comment, dans ce cas, va changer la contrainte exercée sur le 
boulon si à l’écrou inférieur est appliquée la force P? 

6. Déterminer le moment de freinage ainsi que le déplacement de 
l'extrémité de la manette d'un frein à bande (point? À, fig. 6) en 
fonction de la force P. Le coefficient de frottement sur la surface de 
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contact entre la courroie et la poulie est égal à f. La rigidité en trac- 
tion de la courroie est supposée connue. La manette et la poulie peu- 
vent être considérées comme absolument rigides. 

7. Comment sera modifiée la solution du 
problème précédent si la poulie tourne dans 
un sens opposé? 

8. Pour déterminer le module d'élasticité 
en compression d'un certain métal, on a fait 
l'expérience suivante: entre deux plaques 
massives en acier, une éprouvette de forme 
cylindrique est soumise à la compression 
(fig. 7). Pour assurer la prise de mesure des 
déformations, deux indicateurs sont fixés de 
telle façon que toute faute qui serait due au 
gauchissement des plaques se trouve exclue Fig. 6 
(fig. 7). Le mesurage a montré que le module | 
d'élasticité en compression du métal en question était'Îde 


| ' 


Peut-on donner foi à un tel résultat? 
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Fig. 7 


9. Une barre droite, homogène et de section constante, est encas- 
trée rigidement à ses extrémités (fig. 8). Montrer, sans calculs, qu'on 


# 


LA 


Fig. 8 


n'observe pas de déplacements axiaux dans la barre si on la soumet 
à un échauffement uniforme. 


10. Une barre encastrée à son extrémité supérieure est sollicitée 
par une force longitudinale P (fig. 9). Entre l'extrémité inférieure de 
la barre et l'appui inférieur rigide est laissé un espace libre A. Sous 
une force P > EFA/I cet espace libre se trouve recou- 
vert. La réaction de l'appui inférieur, 4, est déter- 
minée à partir de la condition 

(P—N)E NL 
EF EF “5 
par conséquent, la contrainte dans la partie inférieure 
de la barre sera 


Fig. 9 2 L-2Z ” 
La partie supérieure est étirée par une force égale à 
P A EF 
nn TES 
Le déplacement du point d'application de la force P sera 


PI fa) 
SET 7 EL 


Déterminons l'énergie élastique accumulée par la barre. D'un côté, 
cette énergie peut être calculée comme la somme des énergies conte- 
nues dans les parties supérieure et inférieure de la barre, c’est-à-dire 


(P—NRI , NA 


U=- GEr "2EF ? 
ou ; ; 
Pa EFA 
CEFT 4 (1) 


De l’autre côté, cette énergie est égale au travail accompli par la for- 
ce P sur le déplacement 6, c'est-à-dire 


PS ur da (2) 


Comme on le voit, ces deux expressions diffèrent. Où est le hic? 
Laquelle de ces expressions est juste? 

11. Une barre droite homogène est appuyée sur une assise rigide 
(fig. 10, a). Trouvons le déplacement du centre de gravité de la barre 
sous l’action de son poids propre. Cela peut être fait suivant deux 
procédés. 

Premier procédé. D'après la méthode habituelle, déterminons le 
déplacement du point (centre de gravité), situé à une distance //2 
à partir de l’assise (cf. le diagramme des déplacements, fig. 10, b). 
Il est aisé de vérifier que ce déplacement sera égal à 


TS EF" D 
10 


q étant le poids de la barre par unité de longueur (poids courant); 


EF, rigidité en compression. 
Deuxième procédé. Trouvons la distance de l’assise au centre de 
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gravité de la barre déformée (fig. 10, b). Cette distance sera la sui- 
vante : 


\ (z—u)dm 
= ———, (2) 


Tc.r. S m 


Ici, dm est la masse d’un élément de longueur dx; 
q dr NL Le 

£ 
u, déplacement courant calculé selon le diagramme (fig. 10, b), 
d'après la formule 


dm — . 


RL EN RNCS 
HR CEF (2 2 )- 
En mettant u, m et dm dans l'expression (2), calculons l'intégrale. 


On obtient alors 
qi? 
3EF ‘ 


ul 
Dr gg 


TLe.g. 


La solution cherchée, par conséquent, sera 


l , ql® 
AT ee SE (8) 
ce qui ne coïncide pas avec l'expression établie précédemment (1). 

En quoi réside la raison de cette divergence? 

12. Une corde flexible, étendue dans un plan horizontal, est 
soumise à la traction par une force Z', entre deux appuis immobiles 
(fig. 11). 
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Quand on enlève le plan de support situé entre les deux appuis, 
la corde s’incurvera. 

Etablir comment la valeur w,,.., d'incurvation dépend de la force 
de tension initiale T ,, ainsi que du poids par unité de longueur de la 
corde g. La rigidité en traction de la corde EF et sa longueur ! sont 
supposées connues. 


Fig. 11 


13. Sur la fig. 12 est représentée la suspension d’un fil de contact 
d’une ligne de trolleybus. 


Fil de contact 


Cable de soutien 


Î 


Fig. 12 


Déterminer la traction et tracer la courbe de la flèche du câble 
de soutien si ce dernier, avant la suspension du fil inférieur, avait 
une flèche d’incurvation libre égale à Womax: 

Effectuer unc'évaluation numérique à partir des données suivantes: 


l = 50 M, Wpmax — 0,5 me. 


Le câble est fait en acier. La surface de sa section transversale est 
égale à F — 0,6 cm°. Le module d'élasticité réduit du câble (cf. le 
problème 170) est égal à E — 8105 kgf/cm°. Le poids par unité de 
longueur du fil gr est une fois et demie plus grand que celui du câble g.. 

14. Comment trouver la distribution des contraintes entre les ri- 
veis Z, TI. III, IV de la rivure longitudinale représentée sur la fig. 13 
si les résultats de l'expérience préliminaire suivante sont connus? 
Trois tôles d'épaisseurs k,, k,, h, et de largeur b, reliées par un seul 
rivet, sont soumises à des essais de traction (fig. 14). À l’aide de me- 
surages exacts, on a établi la variation de la distance entre les points 
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A (sur la tôle supérieure) et B (sur la tôle du milieu) (fig. 14) en 
fonction de la force 7. Cette relation se présente comme suit: 


Se 
Aa Fc : 
k étant une constante. La base de mesurages a a été choisie suffisam- 
1 


LS CLS CLS CLS an 4R CLS 
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ment grande pour assurer que les contraintes dans les sections À et B 
puissent être considérées comme uniformément distribuées. 
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Fig. 14 


15. Généraliser la solution du problème précédent pour l'éten- 
dre au cas de n'importe quel nombre de rivets n. 

16. Une vis et un écrou (fig. 15) sont soumis à la traction par des 
forces P. Etablir la loi de distribution des contraintes normales le 


{ 
P LL CL P # 2 
| 
Î 
Uy- us 


Fig. 15 


long de la vis et de l’écrou (en fonction de x) si l'on sait que la con- 
trainte exercée sur chaque spirale de la vis est proportionnelle au dé- 
placement, l’un par rapport à l’autre, de la vis et de l’écrou t — 
= k (u, — we); t est la contrainte exercée sur la surface taraudée 
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par unité de longueur; k, coefficient établi expérimentalement ; 
u. — ue, déplacement, l'un par rapport à l’autre, de la vis et de 
l’écrou le long de l'axe, ce déplacement étant dû à la défomation du 
filetage (voir dessin 15). 

17. Une vis portant un écrou (fig. 16) est soumise à la traction 
par des forces P. Avec les conditions du problème précédent, éta- 
blir la loi de distribution des contraintes normales et des contraintes 
exercées sur le filetage le long de la vis et de l’écrou. 


L L 


CL LL 


L 
Fig. 16 Fig. 17 


18. Autour d'une vis (fig. 17) on serre un écrou doté d’un pas du 
filet plus petit que celui de la vis s d’une valeur égale à A. 

Comment se présente la loi de distribution des contraintes engen- 
drées, dans ces conditions, dans la vis et dans l’écrou et quelles sont 


les contraintes exercées sur le filetage si, comme dans les deux pro- 
blèmes précédents, 
= k(uy — ue)? 
19. Lequel des deux types de conception d’un écrou (le ‘premier 
ou le deuxième, fig. 18) assure des conditions plus favorablesfde tra- 
vail des spires de vis? 
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20. Trois tirants en caoutchouc, identiques, sont sollicités par 
une force P. Etablir, en fonction de la force P, le déplacement du 
point nodal À si le diagramme de traction de chaque tirant est donné 
sous forme de la courbe représentée sur la fig. 19. 

21. Un cylindre circulaire à deux couches, en caoutchouc 
câblé, se trouve sous l’action d'une pression interne p (fig. 20). Il 
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a été constaté que, en fonction de l'angle de disposition des fils «, 
le cylindre, se déformant sous l’action d'une pression interne, peut 
adopter l’une des formes représentées sur la fig. 21. Dans le cas 7, 


e) FE 


Fig. 21 


l'incurvation de la génératrice du cylindre est dirigée vers l'exté- 
rieur ; dans le second cas, vers l’intérieur. Dans le troisième cas, sous 
la même pression, on n'observe pas de déformations notoires et le 
cylindre conserve sa forme dans une telle mesure que l’on peut consi- 
dérer les fils comme inextensibles. 

A quelles valeurs de l’angle « correspond chacun de ces types de 
déformations relevés? 

22. Un globe aux parois minces, en caoutchouc, se trouve ren- 
forcé par une série de fils rigides disposés selon les]méridiens (fig. 22). 

Il a été établi par expérience que si à l’intérieur du globe on injec- 
te sous pression de l'air, le globe se dilatera au niveau de l'équateur 
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et se comprimera par rapport à l'axe de rotation pour adopter une 
forme rappelant une citrouille. En négligeant la rigidité de l’envelop- 
pe en caoutchouc, déterminer le degré d’aplatissement de cette forme. 


Fils 


Fig. 22 Fig.! 23 


23. Un anneau en acier est enfilé sur un autre, en aluminium, 
avec un serrage déterminé (fig. 23). L'expérience montre que dans 
certains cas, après un échauffement du système à 
une température déterminée suivi d’un refroidisse- 
ment, l'anneau intérieur se détache de l'anneau 
extérieur. 

Etablir sous quelles conditions ce phénomène 
devient possible. Quelles sont les données néces- 
saires pour effectuer une évaluation numérique du 
phénomène en question? 

24. Un cône massif, rigide, est revêtu libre- 
ment d'un anneau mince (fig. 24). Le cône et 
l'anneau sont soumis simultanément à l’action 
d’une température variant périodiquement. Com- 
ment cela va-t-il se refléter sur l'emplacement de 
l'anneau le long de l’axe du cône? En d’autres mots, 
la valeur de LÀ va-t-elle varier avec le temps? 

25. Soit une barre absolument rigide et un tube flexible et min- 
ce, dont le diamètre interne est inférieur à celui de la barre d’une 


Fig. 25 


valeur égale à 2A. Le tube est réchauffé et enfilé sur la barre (fig. 25) 
Lors du refroidissement dans le tube apparaissent des contraintes 
tangentielles qui peuvent être accompagnées de contraintes axiales 
si on a affaire au frottement. 
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Déterminer la valeur et le caractère des contraintes qui se dé- 
veloppent dans le tube. 

26. Modifions en les compliquant les données du problème précé- 
dent. Déterminer la force P qu'il faut appliquer au tube pour l’enle- 
ver de par la barre (fig. 26). Considérer deux .variantes : a) la force P 
est une force de compression ; b) la force P est une force de traction. 


Fig. 26 


27. Montrer que lors de la torsion d'une poutre prismatique ayant 
une section transversale en forme de polygône, les contraintes tangen- 
tielles dans n'importe lequel des angles extérieurs À, B, C, ... 
(fig. 27) sont nulles. 

28. Lors de la torsion d'une poutre droite et ronde dans ses sec- 
tions transversales apparaissent des contraintes tangentielles + dont 


z 
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Nas. . aù 


Fig. 28 


la valeur est proportionnelle à la distance r comptée à partir de l'axe 
de la poutre (fig. 28). Selon la loi de la parité des contraintes tangen- 
tielles, dans le plan de la section axiale de la poutre ry apparaissent 
des contraintes tangentielles t’ absolument identiques aux premières 
et qui engendrent un moment résultant par rapport à l’axe z. 
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La partie amputée de la poutre devant rester en équilibre, qu’est- 
ce qui équilibre le moment en question? 


Fig. 29 


29. Comment la rigidité en torsion d'une bandelette mince dé- 
pend-elle de la force de traction axiale P (fig. 29) agissant simultané- 
ment avec un moment de torsion? 

30. Un rouleau rond (fig. 30) placé dans un tube s’y trouve retenu 
par les forces de frottement. La pression de contact du serrage engen- 
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Fig. 30 


drée par ces forces de frottement, ainsi que le coefficient de frotte- 
ment, peuvent être considérés, avec un degré de précision suffisant, 
comme constants pour toute la zone de contact. 
Sur le rouleau et sur le tube, on applique des 
moments égaux en valeur, mais dirigés dans des 
sens opposés M. Si M > Mo, le rouleau bouge 
dans le tube. 

L'on demande de dessiner les diagrammes des 
moments de torsion pour le tube et le rouleau 
pour M << M. 

31. Comment évaluer la résistance d’un as- 
semblage collé d’un gousset rigide reposant sur 
une assise également rigide, la tache d'encol- 
lage étant de forme quelconque (fig. 31)? 

Fig. 31, La forme de la tache est maintenant connue. 

La contrainte tangentielle engendrée dans la 

couche de la colle est proportionnelle au déplacement local des 

éléments collés, l’un par rapport à l’autre. La valeur de la contrainte 
limite de rupture de la colle est supposée connue. 

32. Dans la section transversale d’une poutre tordue (fig. 32) on 

trace une courbe fermée quelconque. Les contraintes tangentielles 

dans chaque point de la courbe sont décomposées en composantes 
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normale (t,) et tangentielle (t,) par rapport à la courbe tracée. Com- 
me il s’agit d’une torsion non obstruée, il n’y aura pas de contraintes 
normales dans la section. Démontrer que, indépendamment de la 


Fig. .32 


forme de la poutre, ainsi que de celle de la courbe tracée dans la sec- 
tion, les formules suivantes restent valables: 


1) [tn ds=0; 
2) fr ds = 2GF8. 


où ds est l’élément d'arc du contour, G, module de cisaillement, /,, 
surface délimitée par la courbe, 8, angle de torsion par unité de lon- 
gueur de la poutre. (L'intégration s'étend sur tout le contour de la 
courbe fermée.) 

33. Lors de la torsion d'une bande rectangulaire étroite, dans les 
sections transversales apparaissent, comme on sait, des contraintes 


Fig. 33 


normales secondaires. Sur les bords de.la bande, ce sont des contrain- 
tes de traction tandis qu’au milieu, des contraintes de compression 
(fig. 33). 

Dans le cas d’un profilé de forme quelconque à à parois minces, de 
quelles caractéristiques dépendent ces contraintes et comment? 

34. Une tige cylindrique est tordue par des moments m unifor- 
mément répartis sur sa surface et équilibrés par un moment M 
appliqué sur le bout (fig. 34, a). Sous une telle sollicitation, outre les 
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contraintes habituelles t agissant dans les sections transversales, 
dans les sections cylindriques et axiales de la tige apparaîtront 


encore des contraintes tangentielles £. 


Fig. 34 


Déterminer comment ces contraintes sont réparties dans le. volu- 
me de la tige. Donner une évaluation comparative des valeurs de 
Teti 

35. Les contraintes tangentielles dans une section transversale 
d'une poutre en torsion pure peuvent être décomposées en deux com- 


Fig. 35 


posantes Tt, et t, (fig. 35). Le moment de torsion dans la section 
est, de toute évidence, déterminé par l'expression suivante: 


M1 = | | Ty dr dy — | fur dr dy. 
X y X 1 
Montrer que, indépendamment de la forme de la section, les for- 
mules suivantes restent valables :. 
M M 
| J'avdrdy= +, — | jar dedy= +. 
x | x y 


II. PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES 
DES SECTIONS. FLEXION 


36. Sans recourir à l'intégration, trouver le moment d'inertie 
centrifuge J,, d’un triangle rectangle par rapport aux axes centraux 
parallèles aux côtés formant l'angle droit (fig. 36). 

37. Trouver le lieu géométrique des points pour lesquels les 
moments d'inertie polaires d’une figure plane restent constants. 

38. Démontrer la thèse suivante: 

Si, dans un ensemble d’axes passant par un 7 
point quelconque, on peut indiquer plus d’une 
paire d’axes principaux non coïncidants, il 
est permis d'affirmer que, d'une manière * 
générale, tous les axes passant par ce point 
sont principaux. 

39. Trouver dans une section plane un 


point possédant cette propriété-ci que tous /, 
les axes passant par lui sont principaux. + | 
40. Etudions une poutre droite fléchissant Fig. 36 


sous l'action de deux moments M (fig. 37). 

En flexion pure, il n’y aura, comme on sait, aucune contrainte 
dans la couche neutre OO. Par conséquent, dans cette couche il n’y 
aura pas d'action mutuelle des forces entre les parties supérieure et 


inférieure de la poutre. Ainsi, par la section OO, on peut diviser la 
poutre en deux autres, plus minces, et cela ne doit aucunement se 
refléter sur le fonctionnement du système. 

Par ailleurs, la légitimité d’une telle façon de procéder suscite 
des doutes. En effet, deux poutres réunies ensemble et soumises 
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à une sollicitation par des moments A, s’incurveront d'une façon 
telle que sur la surface de contact aura lieu un glissement longitudi- 
nal (fig. 38) et le diagramme des contraintes dans les sections norma- 
les des deux poutres aura une forme tout à fait autre que celle à la- 
quelle on avait eu aflaire dans le cas d'une poutre entière. Alors 


2) 


comment? Est-il possible ou non de diviser la poutre en deux de 
telle façon que cela ne se reflète pas sur son fonctionnement ? 

41, Comment dégrossir une grume ronde de façon à en faire une 
barre de section transversale rectangulaire qui posséderait une 
résistance en flexion la plus grande (fig. 39)? 


ù 


Fig. 39 Fig. 40 


42. Il est connu que lors de la flexion d'une poutre de courbure 
longue, l’axe neutre ne passe pas par le centre de gravité et se trouve 
quelque peu dévié vers le centre de la courbure. 

Si l’on soumet la poutre non seulement à la flexion, mais encore 
et simultanément à la traction, l’axe neutre du diagramme total 
des contraintes pourra, dans le cas le plus général, se déplacer d'une 
valeur quelconque en fonction de la valeur de la force de traction ou 
de la force de compression. 

A quelle distance x à partir du centre O de la courbure d'une poutre 
ronde faut-il appliquer une force P (fig. 40) pour assurer que l'axe 
neutre du diagramme total des contraintes passe, dans la coupe 
Î — T, par le centre de gravité de la section? 

43. On sait que lorsqu'on applique un moment externe A7 
(fig. 41) sur une poutre droite de rigidité constante, cette dernière 
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s'incurve en épousant la forme d'une parabole carrée 


M zx? 
VS TT 2: (1) 
D'autre part, on connaît l'expression suivante: 
1 Mn 


A supposer que VW, et EJ sont des valeurs constantes, ce qui, 
admettons, est le cas ici, 1/0 sera aussi une grandeur constante. 


7 M 


Fig. 41 


Pourtant, c'est seulement un arc de cercle et non une parabole qui 
possède une courbure constante. Comment donc s’incurvera la pou- 
tre? Suivant l’arc de la parabole ou selon un cercle? 

44. Quelle déflexion préalable y doit-on imprimer à des skis pour 
que, lors du glissement sur une piste droite et dure, le poids du skieur 


se répartisse uniformément sur la longueur de la surface de glisse- 
ment (fig. 42)? 
45. À quelle distance x à partir de l'extrémité d’une barre il 


faut appliquer une force P pour que le déplacement du point À soit 
nul (fig. 43)? 


Fig. 44 
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46. Une poutre brisée (fig. 44), encastrée à l’une de ses extrémi- 
tés, est sollicitée à l’autre par une force P. Choisir un angle d'’inclinai- 
son «& de la ligne d'action de la force tel que le déplacement du point 
A se fasse suivant la direction de la force P. 

47. Où se déplacera le point À (fig. 45)? En haut, en bas, à droi- 
te, à gauche? 


Fig. 45 


48. Tracer la forme de la ligne élastique pour les systèmes sui- 
vants (fig. 46). 

49. Le portique représenté sur la fig. 47 est sollicité par une 
force P. L'on demande si la barre AB est étirée ou comprimée. 

50. Expérimentalement, on a établi la forme de la ligne élastique 
d'une barre flexible fortement recourbée et on a déterminé la valeur 
de la force P (fig. 48). Quelle est la façon la plus simple de trouver 
les réactions des appuis? 

951. Un appareil massif de poids 2P est installé dans un châssis 
circulaire (fig. 49). Choisir la dimension a de telle façon que la rigidi- 
té de la barre de suspension soit maximale. La rigidité en flexion 
est la même pour l’anneau et pour les barres. 

52. Lequel des trois portiques représentés sur la fig. 50 est le 
plus rigide, c'est-à-dire assure le plus petit déplacement 6 sous l’ac- 
tion d’une force P? Les dimensions des sections sont les mêmes. 
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Fig. 46 


| 23. Imaginez que vous tenez en mains un piston ayant la forme 
d'un anneau (fig. 51, a). Essayez de le comprimer suivant son diamè- 


Fig. 49 


tre et vous remarquerez que la déformabilité de l'anneau varie en 
fonction de ceci par quel diamètre se fait la compression. Simpli- 
fions le problème en présentant le nœud À de fermeture sous forme 


Fig. 50 


de charnière. Trouver la valeur de l'angle « (fig. 51, b) sous lequel 
le déplacement des points BC, l’un par rapport à l’autre, sera le plus 
petit, la force demeurant constante. 


À P 


Fig. 51 


54. Un ressort à boudin cylindrique encastré à l'une de ses 


extrémités est sollicité à l'autre par une force transversale P 
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(fig. 52). Déterminer le déplacement vertical du point d'application 
de la force. L'angle d'élévation des spires peut être considéré comme 
étant petit. ‘ 


Fig. 53 


55. Le ressort du balancier des montres-bracelets et des montres 
de poche se présente comme une bande plate en spirale (fig. 53). 
Le bout externe de la bande est encastré tandis que l’autre, interne, 
est attaché rigidement à une plaque située sur l’axe du balancier. 
Lorsque le balancier oscille, la plaque se retourne et la bande du 
ressort fléchit. Dans le cas général, cette flexion ne sera pas une 
flexion pure, et dans les sections du ressort peuvent apparaître des 
efforts aussi bien transversaux que longitudinaux. La présence de ces 
efforts n'est pas à désirer pour le fonctionnement du mécanisme 
d'horlogerie. La présence de ces efforts provoque le gauchissement de 
l'axe du balancier, augmente le frottement dans les appuis et réduit 
la précision de la montre. 

Etablir les conditions géométriques auxquelles doit obéir le 
ressort pour que, sous un virement minime de la plaque (fig. 53), 
sa flexion soit une flexion pure. 

56. Un ressort plat composé de deux tôles de longueur 2! et 31 
respectivement est sollicité à son extrémité par une force P (fig. 54, a). 


Fig. 54 


Déterminer la variation de l'uncurvation et les contraintes dans le 
ressort si ses tôles sont reliées à une distance / à partir du lieu 
d'encastrement (fig. 54, b). Cette liaison est supposée compacte quoi- 
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que permettant des déplacements longitudinaux libres pour les 
tôles. 

57. Un ressort composé de trois tôles de longueur 6/, 4l et 21 
(fig. 55) est sollicité par des forces P. Déterminer l'aplatissement 


2P 


Fig. 55 


du ressort et trouver les contraintes engendrées dans les tôles par 
cette sollicitation. Ne pas tenir compte du frottement. 

58. Un ressort plat de section constante (fig. 56) est porté, en 
flexion, sur un calibre rigide dont le profil y = y (x) est donné. 

Quand on considère les déflexions du ressort, avant tout se pose 
une question concernant le caractère de l’adhérence du ressort au 
calibre. Ici, deux cas principaux 
sont à envisager: 

1) sur l'intervalle entre le lieu 
d'encastrement et un certain point 
le ressort adhère compactement au 
calibre (fig. 56, a); 

2) le ressort touche le calibre 
en un seul point (fig. 56, b). 

En supposant que la fonction 
y (x) est monotone elle-même, que 
le sont également ses dérivées les 
plus immédiates; en supposant, en 
outre, que y est petit par rapport 
à x, établir dans quel cas aura lieu 

Fig. 56 l'un ou l'autre des types d’adhéren- 
ce mentionnes. 

59. Une poutre droite, homogène, de longueur ! et de poids P 
repose sur une assise rigide (fig. 57). Déterminer la valeur des con- 


Fig. 57 


traintes engendrées dans la poutre si l’on applique sur son extrémité 
une force P/3. 
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60. Une poutre flexible est placée compactement mais sans frotte- 
ment dans un trou foré dans une assise rigide (fig. 58). Intuitivement, 
on a l’impression que si on la charge d’une force P, la poutre glisse- 
ra de l’encastrement. Mais ... on ne comprend pas: sous l'effet de 


Fig. 58 


quelles forces? Que montrera le dynamomètre D si les forces de frotte- 
ment sont absentes? 

61. Un cylindre rigide de diamètre D (fig. 59) est revêtu d’un 
anneau flexible, fendu, dont le diamètre intérieur est égal à D — A, 
c’est-à-dire à une dimension inférieure de À par rapport au diamètre 
du cylindre. Lors de l’ajustage, l'anneau tendra, manifestement, à se 
recourber. Déterminer la loi de variation du moment fléchissant sur 
le pourtour de l'anneau et montrer le caractère de l’action mutuelle 
des forces entre l'anneau et le cylindre. 
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Fig. 59 Fig. 60 


62. Un ressort flexible, en pente douce, recourbé suivant l'arc 
d'un cercle de rayon R, est comprimé sur une surface rigide par deux 
forces P (fig. 60). Pour quelles valeurs des forces P les points À se 
trouveront collés contre la surface? | 

63. Deux poutres de profil en forme d’auge sont éclissées par 
l'intermédiaire de plaques étroites possédant une grande rigidité et 
soudées en disposition transversale le long des ailes inférieures et 
supérieures. La poutre ainsi composée est encastrée à l'une de ses 
extrémités tandis qu’à l’autre elle est sollicitée par des forces P 
(fig. 61). 

Quelles seront les contraintes supportées par ces plaques trans- 
versales ? 
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64. Déterminer la répartition des contraintes tangentielles dans 
un profil triangulaire fermé, à parois minces, soumis à une flexion 
transversale (fig. 62). 


a 
r 


Fig. 61 Fig. 62 


65. Déterminer la loi de répartition des contraintes tangentielles 


dans les sections transversales d'une barre d'épaisseur variable À 
(fig. 63). 


Fig. 63 Fig. 64 


66. Peut-on choisir la loi de distribution d'une sollicitation 


q (x), non identiquement nulle, telle que la poutre de la fig. 64 
puisse rester rectiligne? 


67. Une poutre continue assez longue, faite d'un grand nombre 
de portées égales, est sollicitée à l'extrémité gauche (sur le premier 


M 


a 4 a & a— 
Fig. 65 
appui) par un moment M (fig. 65). Déterminer le moment fléchissant 
ainsi que l'angle de rotation de la poutre sur le n-ième appui. 
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68. Résoudre le problème précédent pour le cas d'un nombre dé- 
terminé nr d’appuis (fig. 66). 


M 
1 2 3 4 n-1 n 
Fig. 66 


69. En se servant des équations des déplacements, lever l’hyper- 
staticité du système suivant (fig. 67). 

Lors du chargement du portique par une force P, le point À situé 
sur le contour du portique va glisser avec frottement sur une surface 
horizontale rigide. Coefficient de frottement f. 
La rigidité de tous les éléments du portique 
est constante et égale à EJ. 

70. Un système géométriquement invaria- 
ble fait de barres aux liaisons articulées porte 
le nom de poutre à treillis. Les barres d'une 
telle poutre a treillis sont soumises à la trac- 
tion ou à la compression. 

En réalité, dans les structures habituelles, ; 
les barres d’une poutre à tréillis sont dotées de Fig. 67 
liaisons, non pas articulées, mais bien rigides, 
réalisées à l’aide de la soudure ou du rivetage. Est-il permis dans ce 
cas de calculer une poutre à treillis en se basant sur la même supposi- 
tion selon laquelle les barres sont soumises à la traction-compression 
et de négliger dans les calculs la flexion des barres? En effet, si les 
barres sont liées entre elles rigidement, la poutre à treillis ne cesse-t- 
elle pas, à proprement parler, d’être poutre à treillis pour se trans- 
former en un portique! 

71. Le déterminant d’un système d'équations canoniques (équa- 
tions des déplacements dans la méthode des forces) : 


peut-il être égal à zéro? 

72. Déterminer l’affaissement d'un ressort sectionné (fig. 68), 
comprimé par des forces P, en partant de cette supposition-ci que 
les cloisons entre les anneaux disposent d’une rigidité suffisamment 
grande par rapport aux autres parties du ressort. 

Les dimensions du ressort sont données sur la fig. 68. 
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73. Montrer que pour tout contour fermé d'un portique plan de 
rigidité constante l'aire de l’épure des moments est égale à zéro, 


Ris manie 


Fig. 69 


c'est-à-dire 
Mn ds = O0. 


74. Montrer que pour tout contour fermé d’un portique plan, doté 
d'une charnière, à condition que la rigidité soit constante, 


| Mnz ds =0, 


où M est le moment fléchissant, x, distance jusqu’à n'importe quel 
axe passant par la charnière (fig. 69). 
L'intégration s’étend sur tout le contour du 
portique. 
p p 75. Montrer que l'aire délimitée par le contour 
d’un châssis plan, inextensible, en forme d’an- 
neau, reste inchangée, c’est-à-dire égale à x A, 
lorsque le châssis se trouve en flexion par un 
système plan de forces, les déplacements étant 
petits (fig. 70). 
Fig. 70 76. Une barre droite en bois, de section trans- 
versale rectangulaire, nage à la surface de l’eau 
(fig. 71). 
Détérminer les contraintes engendrées dans la barre, ainsi que le 
déplacement du point d'application de la force P, si 


P = 50 kgf, L — 10 m, 
b — 20cm, À — 10 cm. 


Le bois est un pin de poids spécifique 0,6 gf/cm* avec un module 
d'élasticité £ & 105 kgf/cm*. 
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Fig. 71 


77. Deux plaques d'égales épaisseur À et largeur b sont collées 
à recouvrement (fig. 72). Les plaques sont soumises à une flexion 
dans le plan du dessin. 


Fig. 72 


Déterminer la loi de transmission des efforts d'une plaque à une 
autre en supposant élastique la couche de la colle. L'épaisseur de la 
colle est égale à 6, ses modules d'élasticité E, et G.. 

78. Déterminer les efforts agissant dans les rayons d'une roue 
de vélo ainsi que les contraintes engendrées dans la jante si l’on 
applique sur l’axe de la roue une force égale à P 
(fig. 73). 

Le sol sur lequel s’appuie la roue peut être 
considéré comme rigide. Le nombre de rayons nr 
est à tel point grand qu'il est permis de considérer 
ces derniers non pas comme des tiges isolées, mais 
comme formant un milieu continu. 

Effectuer une estimation numérique à partir 
des données suivantes: P — 40 kgf; rayon de la 
rouc À = 31 cm; moment d'inertie de la section 
de la jante J = 0,3 cm‘; nombre de rayons 
n — 36; diamètre des rayons d — 2 mm. La 
jante et les rayons sont faits en acier, ÆE — 2-10 kgf/cm*. 

79. Dans différents régulateurs de la température on emploie 
assez souvent des pièces dites éléments bimétalliques. Un élément 
bimétallique se présente sous forme de deux plaques métalliques, 
reliées rigidement, ayant des coefficients de dilatation thermique 
a. et & différents (fig. 74). Sous l'effet de l’échauffement, la plaque 
bimétallique s’incurve à cause de l’allongement différent de ses com- 
posantes. Si l’on encastre rigidement une des extrémités de la plaque, 
l’autre se déplacera d’une certaine valeur. Les déplacements ainsi 
obtenus sont employés comme source de mouvement et d’efforts 
mécaniques nécessaires. 
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Etablir comment varie la courbure de la plaque en fonction de 
ses dimensions géométriques et de la température d’échauffement. 


Fig. 74 


80. Un anneau bimétallique ayant des dimensions indiquées sur 
la fig. 75 est échauffé à une température t. Déterminer la valeur de 
l'angle œ dont se retournera la section de l’anneau en supposant inva- 
riable la forme de cette section. Les coefficients d’allongement ther- 
mique des parties composantes de l'anneau sont 1 et @o. 
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Fig. 75 Fig. 76 


81. On a fait le projet d’un régulateur de température d’un ther- 
mostat dans lequel, en qualité d’élément sensible, est employée 
une plaque bimétallique fixée comme c’est indiqué à la fig. 76. 
Sous l'augmentation de la température, suivant le dessein de l’ingé- 
nieur d’études, la plaque commence à s’incurver. Lorsque la tempé- 
rature atteindra une valeur donnée. le contact À se fermera et un 
relais de commande régularisant l’échauffement du thermostat se 
mettra en marche. Un système pareil va-t-il travailler? 

82. Montrer qu'un châssis bimétallique plan, fermé, de section 
constante, indépendamment de la forme du contour, ne jhange pas 
de courbure sous un échauffement uniforme (fig. 77). 


Fig. 77 


83. Trois barres ayant une rigidité en flexion identique, la forme 
de leurs sections transversales étant différente (fig. 78), sont soumises 
à une flexion dans le plan vertical par des moments M. Dessiner pour 


Fig. 78 


chaque barre la courbe de dépendance de la variation de la courbure 
par rapport aux moments M si le diagramme de traction du maté- 
riau peut être représenté schématiquement par une ligne brisée 
(fig. 78). 


84. Une poutre de section transversale rectangulaire (fig. 79) 
est incurvée dans le plan vertical de telle façon que dans sa section 


Fig. 79 


apparaissent des déformations plastiques. Le diagramme de test du 
matériau correspond, comme dans le problème précédent, aux pro- 
priétés de la plasticité idéale. 

Déterminer quelle est la rigidité en flexion dont se trouve dotée 
la poutre dans le second plan principal si le moment M, est appliqué 
pour un moment M, constant. 
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85. Un lot de rondelles minces et rondes (fig. 80) sont enfilées sur 
un boulon fait dans le même matériau que les rondelles et serrées par 
l'intermédiaire d'un écrou avec une force P. La barre ainsi obtenue 


Fig. 80 


est soumise à une flexion par deux moments M. Déterminer la varia- 
tion de la courbure de la barre ainsi que les contraintes engendrées en 
elle sous la condition que la valeur du moment M est suffisante pour 
ouvrir les surfaces de contact sur le côté inférieur de la barre. Le 
matériau obéit à la loi de Hooke. Le diamètre de l’écrou d peut être 
considéré comme égal au diamètre intérieur des rondelles. 


III. ÉTAT DE CONTRAINTE COMPOSÉ 
ET THÉORIES DE RÉSISTANCE 


86. Un cylindre de diamètres intérieur d, et extérieur d, est solli- 
cité par une pression uniformément répartie: a) sur les extrémités 


: Pkgffcm? 


frontales; b) sur les surfaces intérieure et extérieure; c) sur toute 
la surface (fig. 81). 

Déterminer la variation du diamètre intérieur ainsi que celle du 
volume de la cavité intérieure dans chacune de ces variantes de sol- 
licitation indiquées. 

87. Combien de constantes élastiques 
est-il indispensable d'introduire pour don- 
ner une caractéristique exhaustive des 
propriétés élastiques du bois? 

88. Déterminer les contraintes principa- 
les dans l'état de contrainte représenté 
sur la fig. 82. 

89. Pour le cas général d'état de con- 
trainte (fig. 83), montrer: 

1) Si pour deux surfaces réciproquement 
perpendiculaires (par exemple, les surfaces 
perpendiculaires aux axes x et y) la condition suivante est observée : 


Fig. 82 


Tyx — kO x; Tyz = KTz2; Oy — key (1) 
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£ étant une certaine constante, alors l’état de contrainte ne pourra 
être triaxial (il sera soit biaxial soit monoaxial). 
2) Si, outre la condition (1), est observée encore la condition 


suivante : 


Tze = NOx Oz = Nez: Tery = Nlzys (2) 


alors l’état de contrainte est monoaxial. 


ER. 
EN 


Fig. 83 Fig. 84 


90. Sans déterminer les contraintes principales et sans calculer 
Oéq» dire lequel des deux états de contrainte (fig. 84) est le plus dan- 


Fig. 85 


gereux du point de vue de la théorie énergé- 
tique de résistance. | 

91. Conformément à la théorie des con- 
traintes tangentielles maximales, donner le 
diagramme des O4 le long de la génératrice 
d'un récipient cylindrique (fig. 85) rempli 
jusqu'à la hauteur Æ d’un liquide ayant un 
poids spécifique égal à y. En résolvant le pro- 
blème, supposer que le cylindre est à parois très 
minces et que les contraintes de flexion en- 
gendrées dans ses parois ne jouent pas de rôle 
considérable. 

92. Un tuyau à parois minces (fig. 86) se 
trouve sous l'action d'une pression intérieu- 
re p et d'un moment fléchissant M. 


En se servant de la théorie de résistance des contraintes tangen- 
tielles maximales, étudier comment, sous une pression donnée p, 
la contrainte fictive o« dépend de la valeur du moment Mf. 


93. Un récipient de forme sphérique, à parois minces, de rayon 
R = 0,5 m et d'épaisseur k — 1 cm se trouve sous l’action d’une 
pression intérieure p, = 320 atm‘et d'une pression extérieure p. — 
— 300 atm (fig. 87). 

L'on demande de déterminer le taux de sécurité nr41 des parois 
du récipient s’il est connu que la limite de déformation élastique 
Ce — 3000 kgf/cm°. 

La solution suivante sera-t-elle juste? 
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A 


Fig. 87 Fig. 88 


Soit un élément relevé de la paroi du côté intérieur de la sur- 
face du récipient (fig. 88). Les contraintes principales ©, et o, se 
calculent à partir de la formule connue qui donne les contraintes 
dans un récipient de forme sphérique : 


C=0,= "242 R, Ts — — Pie 


Selon la théorie de résistance des contraintes tangentielles maxi- 
males, 


(Pa — Pe) R 


eq —= O4 — Os = SE + ps {o 
Oéq = + = + 320 -- 820 kgf/cm°, 
Oé 3000 
FT ce 82% — 3,66. 


94. Sur un cylindre plein on enfile compactement, mais sans 
serrer, un tube à parois minces d'épaisseur k (fig. 89). Le système est 
plongé dans un liquide et soumis à l’action d'une pression p agissant 
de tous les côtés. En partant des positions de la théorie de résistance 
des contraintes tangentielles maximales, montrer sous quelles condi- 
tions le tube peut perdre ses propriétés élastiques, les constantes 
élastiques du cylindre et du tube étant données. 
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95. Dans un récipient (fig. 90) se trouve fixé un fil mince absolu- 
ment flexible dont les extrémités ressortent à l'extérieur du récipient 
à travers des orifices pratiqués dans les faces frontales de ce dernier. 
Les garnitures d'étanchéité sont réalisées de façon idéale et le fil 
passe à travers elles sans frottement. 

Comment se comportera le fil si dans le récipient on réalise une 
pression p? Quel sera l’état de contrainte du fil? 

96. Dans un des livres consacrés aux problèmes de l’hydraulique, 
il nous est arrivé de prendre connaissance de la description de la 
procédure d’une expérience ayant pour but la détermination du coeffi- 
cient de compressibilité des liquides. 

« Lors de la détermination du coefficient de compressibilité d’un 
liquide, il importe d'éviter l'influence de la dilatation du récipient 
sous l’action de la pression. Pour ce faire, un récipient À rempli du 
liquide en question C ainsi que du mercure D est déposé dans l’appa- 
reil de Recknagel (fig. 91), rempli d’eau. La pression exercée sur le 


Fig. 91 Fig. 92 


piston, se transmettant selon la loi de Pascal, va agir sur le mercure 
et, par l'intermédiaire de ce dernier, sur le liquide étudié dans le 
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récipient À en comprimant ledit liquide. Le récipient À est soumis 
à une pression identique de l’intérieur et de l’extérieur, raison pour 
laquelle il ne peut changer de volume. » 

La procédure d’expérimentation ainsi décrite éliminera-t-elle le 
changement de volume du récipient sous l’action de la pression? 

97. Deux barres en acier doux sont soumises à la traction 
(fig. 92). La première barre est lisse. Le diamètre de sa section est 
égal à d. La deuxième comporte une gorge circulaire étroite. Le dia- 
mètre de sa section atténuée est, lui aussi, égal à d. 

Laquelle de ces deux barres supportera une sollicitation statique 
plus grande, toutes les autres conditions étant les mêmes? 

98. Quels sont les procédés que l’on peut proposer pour réaliser 
le cisaillement pur? 

99. De quelle façon peut-on réaliser un état de contrainte de trac- 
tion uniformément répartie de tous côtés (0, = 0 = 03 = 6 > 0)? 

100. Lors de l'étude des propriétés des matériaux soumis à de 
hautes pressions, on a découvert que, sous une pression suffisamment 
grande, une barre droite cylindrique sollicitée par une pression sur sa 
surface cylindrique, ses extrémités frontales restant libres, peut se 


Fig. 93 


briser comme c'est représenté sur la fig. 93: avec formation d'une 
gorge. C’est le phénomène dit rupture à grains qui se produit. 

Expliquer les raisons de ce type de rupture. 

101. On a fabriqué une éprouvette avec gorge dans un matériau 
dont la courbe de traction est représentée sur la fig. 94. D'après les 
études théoriques de G. Oujik, le diagramme des contraintes normales 
dans une section de la barre faite dans la zone de la gorge a la forme 
d'une courbe représentée sur la fig. 94. Pourtant, de la courbe de 
traction on voit que Omar ne peut pas être plus grand que 64. Aussi, 
le diagramme des contraintes reproduit plus haut suscite des dou- 
tes, ainsi que les calculs à partir desquels il a été établi. 

Ces doutes sont-ils fondés? 

102. Peut-on indiquer dans une bande longue dotée d’un orifice 
(fig. 95) et soumise à la traction un point dans lequel l’état de contrain- 
te serait une compression monoaxiale avec une contrainte ©, la 
même que celle de la traction de la bande? 
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103. Un cylindre rond, à parois minces, ayant un petit orifice 
dans la paroi, est tordu par des moments M et, en même temps, est 


Fig. 96 


soumis à la traction par des forces P (fig. 96). Si le cylindre était uni- 
quement tordu, la plus grande contrainte se trouverait dans le point À 
(fig. 96, a) et serait égale à 2. Si le cylindre était uniquement soumis 
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à la traction, alors la contrainte Gna4 se trouverait dans les points B 
(fig. 96. b) et serait égale à 30. 

À quoi sera égale Onax Sous l’action simultanée des moments M 
et des forces P ? Dans quel point cette contrainte sera-t-elle engendrée ? 
En résolvant le problème, s'aider uniquement des données tirées des 
guides. relatives aux contraintes locales. 

104. Une poutre droite, de section transversale ronde, est soumi- 
se à la torsion par deux moments M. Avec cela dans la poutre appa- 
raissent des déformations plastiques. Comment déterminer le mode 
de dépendance entre le moment de torsion M et l'angle de torsion 6 
si la courbe de traction o — f (£) du matériau est donnée? 


IV. STABILITÉ 


105. Soit une barre mince, flexible, fixée dans des glissières ver. 
ticales (fig. 97). A son extrémité inférieure la barre est encastrée dans 
un tampon mobile reposant sur un ressort hélicoïdal de rigidité 


c(À = 2. Avec l’augmentation de la force de compression P, la 


longueur ! — À de la partie saillante de la barre diminue alors que 
la longueur de sa partie inférieure À augmente. Quelle doit être la 
rigidité c du ressort pour que la barre, se déplaçant en bas d’une lon- 
gueur !, ne perde pas de stabilité dans ses parties inférieure et 
supérieure ? 


Fig. 97 Fig. 98 


106. Soit une plaque profilée, fixée et sollicitée comme l’indi- 
que la fig. 98. Déterminer la force critique pour la plaque dans les 
deux cas suivants: 

1) la force est dirigée en bas; 2) la force est dirigée en haut. 

La rigidité en flexion de la partie du milieu équivaut à la somme 
des rigidités des parties extrêmes. 
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107. Trouver la valeur critique de la force P pour la barre de la 
fig. 99. Les extrémités de la barre sont dotées de liaisons articulées et 
ne peuvent se déplacer ni horizontalement ni ver- 
ticalement. 

108. Un boulon long est fixé dans un tube de telle 
facon qu'un jeu est assuré (fig. 100). Déterminer la 
force P de serrage du boulon sous laquelle le système 
devient non stable. Les dimensions du tube sont telles 
qu'il convient de le considérer comme une barre 
longue et non comme une coque. La rigidité en 
flexion du tube est Æ,J,, celle du boulon, E,J.. 

109. Une barre articulée à ses extrémités (fig. 101) 
est soumise à un échauffement uniforme. ais 

En supposant les appuis tout à fait indéformables, Fig. 99 
déterminons la contrainte normale de compression. 

Elle aura, comme on sait, la valeur de N = &tEF. Pour une force 
N = x°EJ/P, la forme droite d'équilibre de la barre doit devenir 
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Fig. 100 Fig. 101 


instable et, si l'échauffement continue, la barre prendra une forme 
bombée. De là, trouvons la température critique 

= ET 

CT F2 


Cependant, le raisonnement précédent ne va pas sans susciter des 
doutes. En effet, quand on étudie le problème de stabilité d’un mon- 
tant sollicité par des forces de compression P, la valeur de la force P 
est supposée constante pendant le voilement et ne dépend pas de la 
courbure du montant. Dans le cas présent, tout voilement quel qu’il 
soit du montant suffit pour faire tomber la force NW; aussi, n'est-il pas 
fondé de transposer automatiquement la solution de ce problème 
général au cas présent. C’est pourquoi, semble-t-il, dans le cas présent, 
la force critique V sera différente de la valeur adoptée n°? EJ/E. 

Comment dissiper ces doutes? 

110. La méthode énergétique constitue la méthode favorite 
d’approximation pour la détermination des charges critiques. La 
forme d'équilibre à trouver est choisie approximativement de telle 
manière que, d’une part, soient remplies les conditions aux limites 
et que, d'autre part, la courbe adoptée ressemble le plus possible 
à la véritable forme d'équilibre que l’on ignore mais que l’on peut 
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cependant supposer intuitivement en partant des considérations 
relatives à l'essence physique même du problème. 

N'y a t-il donc pas de danger à ce que, quand la fonction approxi- 
mante se rapproche asymptotiquement de la forme véritable de la 
déformée, on n'ait pas la valeur exacte de la force critique? 

111. Déterminer la force critique pour le support indiqué sur le 
dessin (fig. 102). 

Les barres sont encastrées et reliées rigidement l’une avec l’autre. 
La flexion en flambement a lieu dans le plan du support. 


Fig. 102 Fig. 103 


112. Un cadre plan constitué par deux barres rigides, se trouve 
renforcé par deux diagonales flexibles de longueur 2 / chacune, reliées 
entre elles (fig. 103). Les diagonales ont une section transversale 
rectangulaire avec pour dimensions b et h (b © h). Si le cadre supporte 


une charge égale à P V2 comme indique le dessin (fig. 103), une 
des diagonales sera tendue et l’autre, comprimée, chacune par une 
force égale à P. 

Sous quelle valeur de la force P aura lieu le voilement des barres 
en dehors du plan des cadres? 

113. L'on sait qu'un fil droit, long, tordu par deux moments de 
torsion, peut subir, sous des conditions déterminées, un flambement. 


Fig. 104 


Un flambement de ce genre se manifeste, on ne peut mieux, dans le 
cas de la torsion des fils et des câbles. Si l’on tord un fil, il épouse 
très vite une forme curviligne plus ou moins rappelant celle de la 
fig. 104. Il est tout à fait évident que si, en même temps qu'on le 
tend, on étire le fil, le moment de torsion sous lequel a lieu le flam- 
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bement augmente sensiblement. Au cours de l'enroulement d’un 
câble, il importe toujours de le tendre. 
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Fig. 105 


Pour le cas d’une barre aux appuis articulés (fig. 105). déterminer 
la valeur du moment de torsion critique et établir comment il dé- 
pend de la force de traction. 

114. Une barre de section constante F se trouve sous l’action 
d'une pression uniforme agissant de tous côtés (fig. 106). Il est clair, 
que sous ces conditions sur la barre agisse une force de compression 
longitudinale P = pF. 

L'on demande si, moyennant une quantité suffisante de la pres- 
sion, cette forme ne peut pas provoquer le flambement de la barre? 


Fig. 106 Fig. 107 


115. Une barre droite en bois, de section transversale constante, 
est plongée par l’une de ses extrémités dans l'eau. Au niveau de l'eau, 
la barre est encastrée (fig. 107). L'on demande si pour la barre peut 
avoir lieu perte de stabilité sous l'effet des forces de poussée d’Archi- 
mède à supposer que sa longueur soit suffisamment grande. 

116. Par son ouverture à l'extrémité supérieure, on remplit un 
tuyau encastré à son extrémité inférieure (fig. 108) d’un liquide de 
poids spécifique y. L'on demande si au cours de ce remplissage le 
tuyau peut avoir une perte de stabilité selon Euler? 

117. Un tube droit aux parois épaisses (fig. 109) est rempli d'un 
liquide incompressible. Un bouchon est fixé dans l’ouverture supé- 
rieure du tube. Le tube et le bouchon sont dotés d'appuis articulés 
comme indique la fig. 109. Quand on applique sur le bouchon une 
force P, le liquide se comprime mais, dans le tube, il n'y aura pas 
de force de compression longitudinale. | 

Peut-il y avoir, dans ces conditions, un flambement du tube 
selon Euler? 


47 


118. Un tube long et mince se trouve, par le truchement d'une 
ouverture à son extrémité supérieure, enfilé sans frottement sur un 
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Fig. 108 Fig. 410 


tampon rigide et immobile. Par son extrémité inférieure, le tube est 
encastré dans une assise rigide (fig. 110). Dans le tube on introduit 
une pression p. 

Le tube, peut-il subir un flambement selon Euler sous une 
pression suffisamment grande? 

119. À travers un tube appuyé sur des charnières par les deux 
bouts (fig. 111), on injecte un liquide de poids spécifique y. Mon- 


Fig. 111 


trer que sous une certaine vitesse v du liquide a lieu le flambement 
du tube de la même façon qu'a lieu le flambement, selon Euler, 
d’une barre. 

120. Etudions le problème suivant. Une barre comportant à ses 
extrémités des arrondissements de rayon À se trouve comprimée, 
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sans frottement, entre deux plaques rigides (fig. 112). L'on demande 
de déterminer la force critique. 

Appelons axe zx la ligne d’action des forces de compression et 
désignons par y le déplacement transversal de l'axe de la poutre. 
On aura, comme d'ordinaire: 


EJy"+ Py = 0, 
y" + ay = 0, 
y = À sin ax + B cos ax 
(x? — P/EJ). 


Aux extrémités de la barre, le dé- 
placement yest proportionnel à l'angle 
de rotation y’. En d’autres mots, 


— — Ry' pour z =0; 


Ry' est accompagné du signe moins Fig. 112 
parce que, à un angle de rotation y” 
positif correspond un déplacement y négatif. Ainsi donc, on aura 

B = — aRA, y = À (sin ax — aR cos ax). 
De plus, pour z = !,y = + Ry'; dans ce cas, si y’ est positif, 
y l’est aussi. Par conséquent, 

À (sinal — aR cosal) — À (aR cos al + ax°R° sin «l). 

Comme À Æ 0, on aura 


Lg ol = —"—, (1) 


En fonction de la relation R/l, déterminons une racine de cette équa- 
tion transcendante, la plus petite, différente de zéro; calculons 
ensuite la force critique. 

Puisque a? — P/EJ, la force critique sera égale à 


1}? EJ 
Per = Ê 2e . (2) 


Dans cette relation, à la place de «&i, il faut mettre la première racine 
(la plus petite) de l'équation (1). 

Déterminons maintenant la racine la plus petite æ&l de l’équa- 
tion (1) en fonction de R/1. Le moyen le plus simple d'établir cette 
dépendance consiste à choisir d’une façon ou d'une autre les valeurs 
de li pour déterminer ensuite celles de R/I de l'équation (1). Les ré- 
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sultats de ces calculs sont représentés sur la courbe de la fig. 113. 
De cette courbe, on trouvera aisément &! = x pour R/I = 0, et, par 


conséquent, au moyen de (2) 
Per "e 


Ainsi donc, la force critique est égale à la force d’Euler ordinaire, 
comme il fallait s’y attendre. 

Avec l'augmentation de R/I, la valeur de al le fait aussi et, par 
conséquent, augmente également la force critique. Cela paraît être 
assez évident. Cependant, comme il ressort de la courbe, pour R/I — 
— 0,5 la force critique tombe subitement à zéro et puis, avec l’aug- 
mentation du rayon À, se remet de nouveau à croître pour atteindre, 
à la limite, avec R/l—o, la valeur de la force critique. 

Donner une interprétation du résultat obtenu. 

121. Une barre flexible, longue, aux extrémités articulées, est 
fixée dans un tuyau rigide de telle façon qu'un jeu soit assuré 


(fig. 114). 
Î 


Fig. 114 
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L'on demande quelles contraintes se développent dans la barre 
si on la comprime avec une force plus grande que la première force 
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critique, c'est-à-dire une force plus grande que n°£J/1?? La rigidité 
en flexion de la barre est égale à EJ. 

122. Calculer la force critique pour une barre encastrée à ses 
extrémités (fig. 115). 

La barre est dotée d'une rigidité en flexion qui varie en fonction 
du signe du moment fléchissant (EJ, et £J.). On a affaire à une telle 
propriété dans le cas, par exemple. p 
d'une poutre disposant, d'un côté, 
d'entaillements dans lesquels sont 
inserrées compactement des plaques 
(fig. 115). De même, on aura une rigi- 
dité en flexion variable en fonction du 
signe du moment fléchissant dans le 
cas d’une barre à section non symé- 
trique, comprimée, à condition que les 
déformations plastiques y soient pré- 
sentes (cf. problème 155). 
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123. Une barre encastrée à l’une M 
de ses extrémités dispose d'un trou 


débouchant axial. Dans ce trou est Fig. 115 

placée sans jeu ni frottement une corde 

flexible, fixée à l'extrémité libre de la barre (fig. 116). A suppo- 
ser qu'à cette corde on attache un poids suffisamment grand ?, 
peut-il y avoir perte de stabilité pour la barre? 
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Fig. 116 Fig. 117 Fig. 118 


124. Le schéma du problème précédent est modifié de la manière 
suivante : la corde est fixée de façon à assurer un jeu de valeur À de 
chaque côté (fig. 117). Calculer le déplacement latéral f de l'extré- 
mité de la barre en fonction de la force LP. 
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125. Un poteau encastré à son extrémité inférieure est sollicité 
à son extrémité libre par une force verticale qui se transmet par 
l'intermédiaire d'un câble (fig. 118). La trans- 
mission de la sollicitation par l'intermédiaire 
du câble se fait de deux manières. Dans le 
premier cas, le câble se déplace librement en 
bas. Dans le second cas, le câble passe, sans 
frottement, à travers deux poulies rigides. Dans 
lequel de ces deux cas la force critique P,, pour 
le poteau sera la plus grande? 

126. En liaison avec la question précédente, 
on peut poser le problème suivant: déterminer, 
en fonction de a (distance entre le bout du 
poteau et la poulie), la force critique pour un 
poteau de longueur !Z (fig. 119). 

127. Deux barres ayant une même rigidité et 

Fig. 119 des longueurs différentes sont comprimées par une 
force longitudinale P (fig. 120). 

A quelle distance, à partir de l'emplacement de l’encastre- 
ment, il faut placer une charnière pour que le taux de stabilité 
soit le même pour les deux barres? 
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Fig. 120 


128. Par-dessus une barre, on fait passer, sans frottement, unfil 
à l'extrémité duquel on applique une force P/2 de telle manière que la 
barre soit comprimée par une force P. 
L'extrémité gauche du fil est fixée de façon 
telle qu'elle ne peut bouger (fig. 121). 

Lorsque la barre dévie de la position 
verticale, la moitié du fil repose compac- 
tement sur la surface latérale de la barre, 
donnant lieu à une pression de contact. De 
l’autre côté de la barre, le fil épouse libre- 
ment une position verticale. 

Déterminer la force critique. 

129. Une barre encastrée à l'une de ses 
extrémités dispose à l’autre d’une poulie 
par laquelle on fait passer, sans frottement, 
une corde (fig. 122). La corde se tend à l’aide 
d'un assemblage à vis À et, dans la barre, 
se crée une force de compression P. 

Déterminer sous quelle valeur de la force P Ja forme recti- 
ligne d'équilibre devient instable. 
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Fig. 121 
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130. Un anneau se trouve sous l’effet d’une sollicitation externe 
régulièrement répartie (fig. 123). Y aura-t-il une différence quel- 
conque dans les valeurs de la force critique si, dans le premier cas, 


Fig. 122 Fig. 123 


cette dernière est le résultat d’une compression constamment dirigée 
selon la normale à l’arc de l'anneau ou si, dans le second cas, elle est 
engendrée par des forces radiales constamment dirigées vers le 
centre ? 

Le premier type de sollicitation peut être réalisé, par exemple, 
dans le cas d’une pression de l’air exercée dans un sac en caoutchouc 
(fig.124, a) tandis que le second type de sollicitation peut l'être 
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Fig. 124 


au moyen d’un système fait d’un grand nombre de fils élastiques 
passant par une douille fixée de façon immobile au centre (fig. 124, b). 

131. Soit un cylindre et deux pistons dans l’espace entre lesquels 
on introduit une pression p (fig. 125). Les forces engendrées sont 
transmises à une barre de longueur / par l’intermédiaire d’une tige 
et de deux bielles. Ainsi donc, la barre sera sollicitée par deux forces 
égales P appliquées à son extrémité et dirigées dans des sens opposés. 

Cette forme d'équilibre est-elle stable ? 

132. Une barre encastrée à l’une de ses extrémités est sollicitée 
à l’autre par deux moments égaux en valeur mais appliqués dans des 
directions opposées. Ces moments sont créés par quatre poids P 
(fig. 126). Etudier la stabilité du système. 
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Fig. 125 


Fig. 128 


Fig. 127 


133. En liaison avec le problème précédent, une question se pose : 
la valeur du moment critique ne va-t-elle pas dépendre de la façon 
dont les bras de levier des forces sont orientés par rapport aux axes 
principaux d'une section transversale de la barre? Dans le cas a) 
(fig. 127), le plan du moment W se retourne ensemble avec la sec- 
tion frontale lors d’une flexion par rapport à l'axe correspondant 
à la rigidité minimale tandis que dans le cas b), lors d’une flexion 
par rapport à l’axe correspondant à la rigidité maximale. 

134. Comment la valeur de la force critique P dépend-elle du 
rayon À de la cuvette (fig. 128)? 

135. Lors de l'élaboration d’un projet de construction d’un châ- 
teau d'eau s'est posé le problème de la stabilité de la structure 


P 


do un 


Fig. 129 Fig. 130 Fig. 131 


représentée sur la fig. 129. Jusqu'à quel niveau le réservoir doit-il 
être rempli de liquide pour que survienne le flambement du mât 
porteur ? 

136. Trouver la valeur critique de la force P pour le système repré- 
senté sur la fig. 130 ; l'on suppose que la flexion de la barre a lieu 
dans le plan du dessin. 

La rigidité en traction des ressorts est égale à c. La planche de 
longueur 2a est à considérer comme absolument rigide. 

137. Une barre ayant des extrémités frontales plates est compri- 
mée par deux plaques (fig. 131, a). Le flambement peut survenir selon 
l'une de ces deux principales formes d'équilibre curvilignes : la pre- 
mière, représentée sur la fig. 131, b, correspond à une force critique 

4n2EJ 
Per = (21)2 ’ 


tandis que la deuxième, représentée sur la fig. 131, c, a lieu lorsque 
la barre s'appuie contre les plaques uniquement par les coins. 
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Il est évident que si les abouts ne sont pas très larges, le flambe- 
ment selon cette seconde forme surviendra sous une force plus petite 
que dans le premier cas. En particulier, si la largeur des abouts est 
égale à zéro, la force critique sera : 


n°EJ 
Pa QE 
Déterminer la force critique la plus petite dans le cas où la lar- 
geur de chaque about est égale à 2e. 
138. Une poutre impondérable (fig. 132) encastrée à l'une de ses 
extrémités repose librement sur une assise rigide. A l’autre extrémi- 
té libre, au centre, la poutre est sollicitée par une force P, appliquée 


P 
’) 4 2 
7 LL TT, 

Fig. 132 


sous un angle 6 par rapport à l’assise rigide. L'on demande pour quel- 
le valeur de la force P (sous un angle donné 6) survient le flambement 
de la poutre? 

139. Une poutre en coude, absolument rigide (fig. 133) est ren- 
forcée par une barre mince, flexible, de longueur 2/. Etudier la stabi- 
lité du système. 
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Fig. 133 Fig. 134 


140. Autour d’un anneau à parois minces on fait passer unffil 
fin, inextensible et absolument flexible qui, dans la suite, sera sou- 
mis à l'extension par une force P (fig. 134). L'on demande pour quel- 
le valeur de la force P l'anneau perd de stabilité? Le frottement entre 
la surface de l’anneau et le fil peut être négligé. 
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141. Dans une frette cylindrique rigide, on place un anneau fle- 
xible (fig. 135) soumis ensuite à l’échauffement. Entre l'anneau et la 
frette apparaissent des forces de contact. 

L’anneau peut-il, dans ces conditions, LL 
perdre de stabilité? | U 

142. Une barre mince, flexible, aux 
appuis articulés est comprimée par une 
force longitudinale P égale à 


0 a2EJ 


1 je 
Entre les articulations, on prévoit 7, 
des liaisons supplémentaires ne permet- 1 


tant pas le bombement de Ja barre 

(fig. 136). N'’auraient été ces liaisons, Fig. 135 

déjà sous une force égale à 1/10 P, la 

forme rectiligne d'équilibre serait devenue instable. Dans l’inter- 
valle de variation de la force de n*EJ/l? à 10n°EJ/I? on passe, 
comme on sait, par deux autres valeurs critiques de la force: 
4n?EJ/l? et 9On°EJ/l? qui correspondent aux formes de flexion de 
la barre selon deux ou trois demi-ondes. 

Supposons que les liaisons intermédiaires qui soutiennent la 
barre sont subitement enlevées. Dans ce cas, la barre va, de toute 
évidence, s’incurver. Mais comment? Selon une, deux ou trois 
demi-ondes ? 


|? 


Fig. 136 Fig. 137 


143. Une barre (fig. 137, a) est encastrée à l’une de ses extrémités. 
A l’autre, est appliquée une force P caractérisée parcette propriété-ci 
que, lors de la flexion de la barre, elle reste constamment dirigée sui- 
vant la tangente à la déformée de la barre. Une sollicitation avec pa- 
reille propriété peut être réalisée, par exemple, dans le cas d’un mo- 
teur-fusée à poudre, placé au sommet d’une barre (fig. 137, b). 
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On demande d'étudier la stabilité du système. 

144. Une barre encastrée à l’une de ses extrémités comporte 
à l’extrémité libre un disque rigide auquel est appliquée une force 2. 
Le point d'application de la force se trouve constamment sur l'axe x 
(fig. 138). 

Etudier la stabilité du système dans deux cas: 

a) la force P est provoquée par un flux de particules inélastiques 
qui bombardent le disque ; dans ce cas, lorsque le disque se retourne, 
la direction du vecteur P reste inchangée ; 

b) la force P est provoquée par un poids transmis par l’intermé- 
diaire d'une tige ; dans ce Cas, la direction de la force P coïncide avec 
la normile au disque. 


Fig. 138 Fig. 139 


145. Une barre flexible homogène effectue un mouvement uni- 
formément accéléré sous l'action d’une force appliquée à l’une de ses 
extrémités frontales. La direction de la force se modèle à la déforma- 
tion de la barre (fig. 139). Etudier la stabilité de la forme rectiligne 
d'équilibre de la barre. 

146. Une barre homogène est comprimée par deux forces dont la 
direction se règle à la déformation de la barre (fig. 140). Etudier la 
stabilité du système. 

147. Déterminer le moment M sous lequel la console de la fig. 141 
perd de stabilité du point de vue forme plane de flexion. Lors de la 
flexion, le moment M reste constamment dans le plan vertical. 


P Ze. en ? 
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Fig. 140 


148. Analyser la stabilité d'une barre encastrée, sollicitée à son 
sommet par une force P et un moment M (fig. 142). La force garde 
constamment une forme verticale. 


Fig. 142 Fig. 143 


149. Etudier la stabilité d'une tuyauterie encastrée à l’une de ses 
extrémités et dans laquelle coule un liquide (fig. 143). Les paramè- 
tres de la tuyauterie et du flux sont donnés. 

150. Une bande mince et longue (fig. 144) est soumise à un échauf- 
fement uniforme sur sa longueur / et son épaisseur k, mais non unifor- 
me sur Sa largeur b. 

Déterminer les conditions sous lesquelles a lieu un flambement 
avec torsion de la bande. 


} 
D 


Fig. 144 Fig. 145 


191. Dans tous les monographies et guides sur la stabilité des 
systèmes flexibles les problèmes liés à la stabilité de la forme plane de 
flexion sont formulés avec une supposition tacite selon laquelle le 
moment est appliqué dans un plan correspondant à la rigidité maxi- 
male (fig. 145). 
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Peut-il y avoir perte de stabilité de la forme plane de flexion 
si le moment est appliqué non pas dans le plan correspondant à la ri- 
gidité maximale, mais, par contre, dans celui correspondant à la 
rigidité minimale? 

152. Un anneau de rayon R ayant une section transversale rectan- 
gulaire (fig. 146) se retourne à l’envers de telle manière que la sur- 
face interne se retrouve à l'extérieur et vice versa. Sous quelles rela- 
tions entre bet h cette forme d'équilibre sera-t-elle stable ? Les défor- 
mations sont supposées élastiques. 


Fig. 146 Fig. 147 


153. Un anneau de section transversale rectangulaire (fig. 147) 
est soumis à l’échauffement de l’intérieur ou de l'extérieur; la tem- 
pérature reste variable sur l'épaisseur k de l'anneau. Trouver les 
conditions de stabilité de la forme initiale d'équilibre en supposant 
que À € R. On peut considérer que la température change selon une 
fonction linéaire. 

154. Un anneau flexible de rayon R ayant une section transver- 
sale rectangulaire est fendu et se dresse à l’aide de deux moments 
jusqu'à ce que son axe épouse une forme rectiligne (fig. 148). La tige 
ainsi obtenue est encastrée à ses extrémités. 

Dans quels cas cette forme d'équilibre sera-t-elle stable ? 


MninM 


Fig. 148 


155. Une barre ayant un profil en forme d’auge (fig. 149) se 
trouve comprimée par une force P appliquée au centre et provoquant 
des déformations plastiques. Dans quelle direction il est le 


60 


plus probable que la barre se bombe lors du flambement? A droite 
ou à gauche? 

156. Peut-il y avoir flambement d'un ressort à boudin, cylindri- 
que, en traction? 


Fig. 149 Fig. 150 


157. Deux barres sont sollicitées dans un nœud commun par 
une force P (fig. 150). Chacune de ces barres est un dispositif télesco- 
pique avec un grand diapason de changement de longueur. 

Existe-t-il des conditions sous lesquelles a lieu le passage de la 
forme symétrique d'équilibre à une forme non symétrique? 

158. Quatre billes identiques de masse m sont fixées sur des 
tiges comme le montre la fig. 151. 


Fig. 151 


Le système tourne autour de l’axe CC fixé dans des paliers rigi- 
des. S'il n’y avait pas de paliers (le système serait, par exemple, fixé 
à un fil), comme l'enseigne la physique, les billes se retourne- 
raient autour de l'axe AA pour se mettre dans un plan horizontal. 
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Dans le cas présent, un tel changement d'orientation se trouve 
gêné par les paliers rigides ainsi que par les tiges flexibles À À dotées 
d’une section transversale ronde. Peut-on indiquer une vitesse an- 
gulaire w pour laquelle les billes pourraient, malgré tout, se retour- 
ner d'un certain angle par rapport à l’axe AA ? 

159. Une barre homogène, ayant une section transversale rectan- 
gulaire étroite, tourne autour de l’axe OO (fig. 152), parallèle au 
plus grand côté de la section. Déterminer la vitesse angulaire « 
sous laquelle cette barre se mettra à tourner de la même manière que 
les barres AA du système étudié dans le problème précédent. 


Fig. 152 Fig. 153 


160. Un disque homogène, mince (fig. 153), tourne autour d'un 
axe immobile, perpendiculaire au plan du disque. Peut-il y avoir 
perte de stabilité du disque dans sa forme plane d'équilibre ? 

161. Trouver le nombre critique de tours pour un anneau de mas- 
se m, relié à un axe immobile de n rais uniformément distancés 
(fig. 154). La rigidité en traction des rais est égale à EF. 


Fig. 154 


162. Un vase sphérique en caoutchouc, fermé, à parois minces, se 
trouve sous l’action d'une pression interne. 

La forme sphérique restera-t-elle toujours stable? 

163. Expliquer, du point de vue de la stabilité des formes d'équi- 
libre, la formation du collet lors des essais à la traction des éprouvet- 
tes. 


V. QUESTIONS ET PROBLÈMES DIVERS 


164. À quel matériau appartient la limite de résistance la plus 
grande ? 

165. Quel est le matériau qui supporte une charge plus grande 
en traction qu'en compression ? 

166. À quel matériau appartient le module d'élasticité le plus 
grand ? 

167. A quel matériau appartient le module d'élasticité le plus 
petit? 

168. Le caoutchouc obéit-il à la loi de Hooke? 

169. Lors de la traction, le long des fibres d’une barre en bois on 
a mesuré l'allongement longitudinal ainsi que le rétrécissement trans- 
versal de l’éprouvette. Le rapport entre le rétrécissement transversal 
relatif et l’allongement longitudinal s’est avéré égal à 0,6. 

Peut-on être d'accord avec un tel résultat? 

170. Pourquoi le module réduit d'élasticité d'un câble est-il 
inférieur au module d’élasticité des fils qui le composent? 

171. Pourquoi un fil tordu est-il plus résistant qu'un fil non 
tordu ? 

172. Un professeur qui dirigeait le travail d'élaboration d’un 
projet, après avoir examiné le travail d'un étudiant, fit remarquer 
que l'arbre du moteur était trop long et n'allait pas avoir une rigi- 
dité suffisante. 

« Cela est facile à corriger sans modifier la structure », lui répon- 
dit l'étudiant. « Il suffira de prendre un matériau d’une meilleure 
qualité : je ferai un arbre en acier allié ». 

L'étudiant avait-il raison? 

173. Pour une certaine poutre (fig. 155), sollicitée au point À par 
une force concentrée P, il s’est avéré nécessaire de mesurer la déformée, 
c'est-à-dire, d'établir expérimentalement la loi de changement des 
déplacements verticaux le long de l'axe x. La forme de la poutre est 
à tel point compliquée que le tracé de la déformée au moyen d'un 
calcul recèlerait des difficultés notoires. Pour mesurer les dépla- 
cements, l’expérimentateur dispose uniquement d'un seul indicateur 
représenté sur la fig. 155. 
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Quelle est, dans ces conditions, la façon la plus facile de mesurer 
la déformée de la poutre si l’on sait en avance que ses flèches sont 
proportionnelles à la force active P? 


174. Un cylindre plein, flexible, de hauteur H et de rayon À, 
reposant sur une surface rigide (fig. 156), se trouve sous l’action de 
son propre poids (le poids du cylindre P). Comment changera le volu- 
me du cylindre si l’on renverse ce dernier pour le faire appuyer sur 
sa face latérale? 


Fig. 156 Fig. 157 


175. Un corps élastique de forme quelconque est soumis à la 
compression par deux forces égales P dirigées dans des sens opposés 
(fig. 197). 

Déterminer la modification du volume du corps élastique. 

176. L'élément le plus important dans des appareils destinés 
à mesurer la pression est la pièce qu’on appelle le ressort de Bourdon. 
Le ressort de Bourdon se présente comme un petit tube creux plié 
suivant un arc de cercle et ayant une section ovale ou bien une 
section quelconque allongée (fig. 158). Sous l’action d'une pression 
interne, ce tube tendra quelque peu à se redresser et le déplacement 
de l'extrémité du tube se transmettra à l’aiguille du manomètre par 
l'intermédiaire d'un mécanisme multiplicateur (fig. 159). La 
déviation de l'aiguille permettra de juger de la valeur de la pression 
mesurée. 

Dans un des livres consacrés aux appareils de mesurage, nous 
avons trouvé l'explication suivante du principe de travail du tube 
de Bourdon: 
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« Le principe de travail du ressort de Bourdon est basé sur le 
fait que la pression, agissant à l’intérieur du tube sur la surface supé- 
rieure du ressort, sera plus grande que la pression agissant sur sa 
surface interne. Effectivement, si l’on a un tube de section trans- 
versale rectangulaire et, si l’on désigne par À, et R, les rayons exté- 


Fig. 458 Fig. 159 


rieur et intérieur du tube, les surfaces externe (S,) et interne (S,) 
du tube seront égales respectivement à 


___ 279 _ 279 
Si = 57 R10 et Sas Re; 
où æ est l’angle central du ressort, a, sa dimension dans un plan per- 
pendiculaire au plan du dessin, À, et R., rayons. 

Sous une pression p kgf/cm*, la pression générale agissant sur la 
surface externe est 


P, — S1P kgf 
et sur la surface interne 
P;: = Sp kgf 


et avec cela, la force P, sera plus grande que la force P, et tendra 
à déplier le ressort. » 

Cette explication est-elle juste? 

177. Une tôle en contre-plaqué constitue l'exemple d’une pla- 
que anisotrope. Si l'on découpe de cette tôle deux bandelettes orien- 
tées de façon différente (fig. 160) et si l’on soumet ces dernières 
à des essais de traction sous une même force, elles accuseront des 
allongements différents. 

Soit Æ;n le module d'élasticité en traction de la première bande- 
lette et E., celui de la seconde. 
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Peut-on dire que les flèches f, et /, des bandelettes, lors des essais 
de flexion, seront dans le même rapport que E,,/E,, ? 


Ê @) 2 
f 22777 0 
@) æ 
© re ® + 
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Fig. 160 


178. Soit une enveloppe torique, fermée, du type chambre 
à air d'automobiles (fig. 161), sollicitée par une pression interne p. 


ass 
Fig. 461 


Déterminons les contraintes engendrées dans cette enveloppe. De la 
condition d'équilibre de la partie de l'enveloppe délimitée par une 
section conique (fig. 161), nous aurons 
pr{(a+ R sin p)}?— a?] = 6,21 (a+ R sin @) ksin ®, 

__PR 2a+Rsin (1) 
M 2h a+Rsinq : 
La contrainte tangentielle ©, sera trouvée à l’aide de l'équation con- 
nue 


O 


Dans notre cas 


Pt — sin y 


o,= 2? (2) 
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Passons maintenant à la détermination des déplacements. Dési- 
gnons par w le déplacement d'un point situé sur la surface médiane 


Fig. 162 


dans une direction perpendiculaire à l’axe de rotation et par v le dé- 
placement de ce même point le long de l’axe de rotation (fig. 162). 
L'allongement relatif dans le sens de la circonférence sera 


U u 
CR TNT TE G) 


L'allongement méridional 


e_—_A'B'—AB __BB'—AA' 
M AB AB 


BB" = (u + du) cos @— (v + dv) sin y, 
AA’ = u cos ®— v sin 9, 
AB = R dy. 
C'est pourquoi, l'allongement selon le méridien est égal à 
Fe cos p— sin o). (4) 
Par ailleurs, 
Er — _ (Ct—UOm)s Em= _ (Om — UOt). 


Tenant compte des expressions (1), (2) et (3), nous aurons 


___ PR _ ï ° 
de (4) on obtient 


dv pR? (1—u) cos? p EmR 


“dg  2Eh sing sing 
_ PR? 


. a 
RUE | 


nn pR? () 
op E —u) cos p— In tg Tu 
P CUS 
2R ag +AR | 
+ = arctg fer ni Û +C. 


La constante C définit le déplacement de tout le tore, pris pour 
un tout rigide, le long de l’axe de symétrie et peut être choisie de 


façon arbitraire. In tg+ tend vers l'infini pour @ —0 et = x. Par 


conséquent, dans ces mêmes points, le déplacement v tend aussi 
vers l'infini. Or, il est tout à fait évident que ce déplacement ne peut 
être infiniment grand. En d’autres mots, l'expression obtenue pour 
v ne donne pas une solution juste du problème. 

Où est le hic? En quel endroit la faute a-t-elle été commise ? 

179. Parmi les multiples éléments de structure employés dans 
les constructions aéronautiques et dans la construction des fusées, on 
rencontre les ballons à haute pression. 
D'ordinaire, ils ont une forme cylindrique 
ou sphérique et, pour eux, comme pour 
toutes les autres parties des structures, il 
est extrêémement important de satisfaire à 
l'exigence de poids minimum. 

L'on propose une structure en forme de 
cylindre, représentée sur Ja fig. 163. Les 
parois du ballon sont composées de quel- 
ques sections cylindriques reliées entre elles 
par des cloisons radiales. Vu que le rayon 
de ces sections cylindriques n'est pas grand, 
les contraintes engendrées en elles vont 
diminuer et l’on peut espérer que malgré 
une augmentation du poids due aux cloisons radiales, le poids 
total de la structure sera plus petit que dans le cas d’un cylindre 
simple ayant un même volume. À quel point ces espoirs sont-ils 
autorisés ? 

180. Sur un ressort (fig. 164), on place une charge de poids 2. 
Soit c la rigidité du ressort, alors la charge se déplacera en bas d'une 
valeur À — P/c. Avec cela, l'énergie potentielle de la charge (énergie 
de position) va diminuer de 


Ph=. (1) 


L'énergie potentielle du ressort en état déformé sera, par ailleurs, 
égale à 


Fig. 163 


PA P2 
oo @) 
c'est-à-dire deux fois moins l’énergie dépensée par la charge. 
De quoi s'agit-il? Où a disparu une partie de l'énergie? 
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181. De quel angle dévient, dans le plan axial (le plan du dessin 
165), les spires d’un ressort lors .de la compression de ce dernier? 
(L’angle 1 d'après le dessin 165). 


Fig. 164 Fig. 165 


182. Un ressort à boudin ayant un angle d’élévation «œ et un 
rayon des spires À est soumis à la traction par des forces P. Détermi- 
ner la variation de la hauteur et du diamètre du ressort ainsi que la 
variation du nombre de spires. 

183. Dans certains appareils, dans le but d'avoir un mode de 
dépendance non linéaire entre la force et le déplacement, on emploie 
un ressort profilé avec ajustement des spires (fig. 166). 

Lors de la compression d’un tel ressort, les spires inférieures 
(les plus grandes) se déforment plus fortement, s’aplatissent sur la 
surface et cessent complètement, ou presque, de travailler. Ainsi 
donc, avec l'augmentation de la force de compression, le nombre de 
spires actives du ressort diminue et la caractéristique de ce dernier 
devient non linéaire (fig. 167, a). Le ressort a une caractéristique 


E 
=, Æ 


TROT OUT 


Fig. 166 


qui se distingue par une rigidité croissante. La dérivée de la force 
par rapport au déplacement dP/d\ croît. 

Qu'en pensez-vous: comment, à l'aide du même ressort, avoir 
une caractéristique semblable à celle de la fig. 167, b, c'est-à-dire 
qui se distingue par une rigidité décroissante ? 
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Fig. 167 Fig. 168 


184. Un portique en forme de U renversé (fig. 168) est articulé 
à l’une de ses extrémités. A l’autre, le portique est doté d’un galet 
reposant sur une surface rigide. 

Déterminer la réaction de l’appui inférieur en supposant que la 
force P et la rigidité du portique sont telles que les déplacements créés 
dans le portique sont petits par rapport aux dimensions initiales de 
ce dernier. 

185. Une barre mince, flexible, est sollicitée à son extrémité 
par une force verticale concentrée (fig. 169). À Ja barre sont impo- 
sées des liaisons gênant toute flexion autre que celle se passant dans 
le plan d'action de la force (le plan du dessin). Quelles formes d’équi- 


libre, à l'exception de celle indiquée, sont-elles possibles pour cette 
barre ? 


Fig. 169 


186. Au point À d'un certain corps élastique (fig. 170) est appli- 
quée une force P. Quelle surface va décrire un point B pris arbitrai- 
rement si l’on oblige la force P à se retourner dans l'espace autour du 
point A? 

187. Un anneau de section transversale ronde (fig. 171) est 
sollicité par des moments uniformément répartis d'intensité 
m kgfcm/cm. 

En supposant r petit par rapport à R, déterminer l’angle q de 
déviation des sections de l'anneau dans le plan axial en fonction 
de m. Le matériau de l’anneau obéit à la loi de Hooke. 
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Fig. 171 


188. Comment va changer la solution du problème précédent si 
dans l’anneau en question sont conservées les contraintes qui v ont 
été engendrées lors de son cintrage à partir d’une barre droite 
(fig. 172)? L'on suppose, avec cela, que les contraintes de flexion 
sont entièrement élastiques. 

189. Dans beaucoup d'appareils, par exemple dans le compteur 
de vitesse, dans le but de transmettre le moment, on emploie un ar- 
bre flexible qui se présente sous la forme d’un câble mince tournant 
librement dans un guipage immobile (fig. 173). Sous une rotation 


W, 
Me 


Fig. 173 


uniforme d’une extrémité du câble, la seconde extrémité se met égale- 
ment à tourner uniformément. Cependant, dans des arbres défec- 
tueux, l’uniformité de la rotation se trouve enfreinte. La section située 
à la sortie tourne d'abord avec retardement, ensuite avec accélération, 
si bien que la vitesse angulaire à la sortie reste, en moyenne, inchan- 
gée mais, par contre, apparaît une composante variable ayant une 
même période de rotation que le câble. Il a été établi que ce défaut 
est lié à la courbure initiale qu’a le câble avant qu’il ne soit déposé 
dans le guipage. 

Etudier le phénomène en question et établir les conditions de sup- 
pression de cette irrégularité dans le fonctionnement. Les forces de 
frottement du câble sur le guipage peuvent être négligées. 

190. Il est bien connu que plus on tend une corde, plus augmente 
la fréquence de ses vibrations (la tonalité augmente). 

Etudier comment va changer la fréquence des vibrations d’une 
corde en caoutchouc au fur et à mesure que cette dernière est tendue 
d'après l'une de deux variantes de sa fixation représentées à 
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la fig. 174, a et b. La courbe de traction de la corde est donnée 
à la fig. 175. | 


b : Cd dd A 1 dd lle 
à 
Fig. 174 Fig. 175 


191. Une poutre longue est encastrée à l’une de ses extrémités. 
Sous l’action des forces créées par son propre poids g, elle s'affaisse 
sur une surface rigide située plus bas que l’encastrement d’une quanti- 
(fig. 176). Une tranche de la poutre de longueur / est laissée 
ibre. 

A l'extrémité droite libre de cette tranche, la poutre est encastrée 
et, à gauche, la partie restante libre de la surface d'appui est enlevée. 
Déterminer la fréquence du ton fondamental des vibrations propres 
de la poutre ainsi obtenue (fig. 176, b). 
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Fig. 176 Fig. 177 


192. Un cylindre à parois minces, en caoutchouc, ouvert des deux 
côtés est retourné à l’envers (fig. 177). Quelle forme adoptera-t-il 
après ladite opération s’il est connu que les déformations du cylindre 
sont purement élastiques? On peut supposer que le caoutchouc obéit 
à la loi de Hooke (voir réponse à la question 168). 

193. La résolution du problème de la déformation à symétrie 
axiale d’un cylindre à parois minces se trouvant sous l’action d’une 
pression interne (fig. 178) se ramène, comme on sait, à la résolution 
de l’équation différentielle : 


WUIV) + Gktn = +, (1) 


w étant le déplacement selon la normale à la surface de la paroi, 


ERS , _ Eh 
Dos À = D. 


Si, outre la pression p, sur la paroi agit une force axiale de trac- 
tion créant une contrainte axiale ©,, on introduit dans la partie 
droite de l'équation un terme uho,/RD qui reflète une diminution 
de la section transversale du cylindre, laquelle est due à l’effet 
de Poisson; avec cela, le problème est considéré, habituellement, 
comme achevé. Pourtant, suite à la courbure w” du méridien, la 
contrainte longitudinale ©, donne sur la normale une force composan- 
te coïncidant en direction avec la pression p, en foi de quoi un ter- 
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Fig. 179 


me — DE vw" doit être introduit dans la partie gauche de l'équa- 


tion. Dans ce cas, l'équation doit prendre la forme suivante: 


WAV) — SE op + Ah ES (1) 
Dans quels intervalles on peut prendre pour légitime le fait géné- 
ralement admis de négliger le second terme dans la partie gauche de 
l'équation? 

194. Dans un tube tournant avec une vitesse angulaire constan- 
te w est placée une bille de masse m. La bille est attachée à un tirant 
en caoutchouc (fig. 179). 

Le diagramme de traction du tirant est donné par la courbe repré- 
sentée à la fig. 179 (sur les coordonnées sont représentées les unités 
conventionnelles des forces et des déplacements). Déterminer com- 
ment le déplacement de la bille u dépend de la vitesse angulaire «w. 

195. Un système de barres (fig. 180) composé de trois barres égales 
dotées de liaisons articulées est sollicité, dans le nœud commun, par 
une force P. 

Déterminer le déplacement w du point © en fonction de la valeur 
de la force P en prenant H pour une valeur petite par rapport à let 
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en supposant que le matériau des barres obéit à la loi de Hooke. 
Donner une interprétation du résultat obtenu. 


Fig. 180 Fig. 181 


196. Déterminer l’aplatissement d’un ressort en forme d'assiet- 
te (fig. 181) en fonction de la force 2. 

En résolvant le problème, considérer le ressort comme une barre 
circulaire de section transversale en forme de rectangle [k X (b — a)l. 
L'angle d'élévation du ressort «& est petit; les forces P, suite au 
fait que l'épaisseur h et l'angle « sont petits, peuvent être considé- 
rées comme appliquées sur des circonférences de rayons a et b. 


197. Etudier le problème de la stabilité et des grands déplace- 
ments du système suivant (fig. 182). 


Fig. 182 Fig. 183 


Un tube dispose à son extrémité inférieure d’un appui articulé et 
est relié à un ressort en spirale donnant, lors de la rotation du tube 


7% 


d'un angle œ, un moment égal à cp. Dans le tube sont placés un res- 
sort et un petit piston ayant la possibilité de se déplacer dans le tu- 
be sans frottement. Le ressort placé dans le tube a une rigidité égale 
à ” c'est-à-dire, sous une force P, donne un aplatissement égal 
à P/c4. 

198. Déterminer comment la portée de la flèche d’un arc dépend 
de la valeur de tension de la corde (fig. 183). En état de non-tension 
de la corde, la courbature de l’arc se présente sous la forme d’une 
poutre droite de longueur 2 et de rigidité EJ. 

Effectuer un calcul numérique de la vitesse de survol pour le 
cas: 


I— 60 cm, h—0,3, ÆE — 106 kgf/cm? (bois); 
J=(d=2,0 cm), w=—0,67, poids de la flèche 40 gf. 


En calculant, supposer que l'énergie de l’arc tendu se transforme 
entièrement en énergie cinétique de la flèche ; prendre la corde pour 
inextensible. 


RÉSOLUTION DES PROBLÈMES 
ET RÉPONSES AUX QUESTIONS 


I. TRACTION, COMPRESSION 
ET TORSION 


1. Le déplacement total sera, naturellement, déterminé non 
pas par la diagonale du parallélogramme construit à la base des seg- 
ments u, et u,, comme il arrive très souvent de l’entendre dire en 
guise de réponse à la question posée, mais bien par la longueur du 
segment mesuré du point À jusqu'au point d’intersection des perpen- 
diculaires élevées à partir des extrémités des segments u, et u, (le 
point B sur la fig. 184). 

Cette solution est basée sur le fait que le déplacement dans une 
direction donnée est la projection du déplacement total sur ladite 
direction. 


Fig. 184 Fig. 185 


2. Décomposons la force P en composantes P, et P, selon les di- 
rections des deux barres avoisinantes J et Z (fig. 185). Comme chacune 
de ces deux barres est située dans le plan de symétrie, les déplace- 
ments totaux u, et uv, dus aux forces P, et P, seront dirigés selon les 
lignes d'action des forces correspondantes, le long des barres J et 2. 

Les coefficients de rigidité c sont identiques pour les directions 
1 et 2, par conséquent, 

P, Pa 


ps Us — ra 
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Ainsi, le déplacement total u obtenu en additionnant les déplace- 
ments u, et u. selon la règle du parallélogramme va passer par la 
ligne d'action de la force P et aura une valeur de 

P 


U =: —— 
C 


indépendante de l'angle «. 

Comparant la solution de ce problème avec celle du problème 
précédent, il est important de remarquer que les déplacements u, et 
u, représentent, dans le cas présent, les déplacements totaux dus 
aux forces P, et P, respective- 


ment. C'est pourquoi, sous l'ac- 24 __a __#8 a 
tion simultanée des forces, les 
déplacements u, et u, s'addi- W, #2 


tionnent selon la règle du paral- W 
lélogramme. Dans le problème k 


précédent, par contre, u, et w W 
étaient des projections, sur les Y, W; 
directions Z et 2, du déplacement z (4 


total dû à l’action combinée des 
forces P, et P,. C'est pourquoi, : 
elles s’additionnent autrement. Fig. 186 

3. Le système est isostatique. 

Trouvons les efforts à partir des conditions d'équilibre des élé- 
ments du système (fig. 186). Pour les poutres rigides, annulons les 
sommes des moments des forces par rapport aux points À et G: 


2N. + N,; — UV, 2N, - N>: Fe 0; 
pour la barre CF, il est évident que 


Na == P + Na 
d'où 


Ni=£P, Ni-—2P, Ns-—<+P. 


4. Dans le cas d’une plaque rigide, avant l’ouverture des contacts, 
la longueur du boulon en traction AB reste inchangée. C'est-à-dire 
que la force de serrage reste également constante. Dans le cas où P 
est plus grande que Îla force de précontrainte, le contact entre la pla- 
que et le gousset va s'ouvrir. La force de serrage du boulon sera alors 
égale à P?. 

Ainsi donc, pour P < N,, la force de serrage du boulon est de 
N = N,, mais pour P > N,, elle sera de N — P. La véracité du 
résultat obtenu s'illustre bien par l'exemple simple suivant. 

Représentez-vous une balance à ressort (fig. 187) dont nous accro- 
chons l'anneau supérieur à un clou; quant au crochet d’en bas, atta- 
chons-le, en tirant, sur une quelconque partie saillante rigide, par 
exemple sur l'extrémité d'une table comme le montre la fig. 187. 
Après cela, la balance présentera. une certaine indication de mesure, 
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par exemple 4 kgf. Nous pouvons établir une comparaison entre 
cette balance et un boulon en traction. Maintenant, mettons-nous 
à déposer des poids sur le crochet d’en bas de cette balance tendue. 
Tant que le poids de la charge sera inférieur à la force avec laquelle 
la balance est tendue, l'indicateur de 
e la balance montrera, constamment, 
quatre kilogrammes. Ce n'est que 
quand sur le crochet se trouvera un 
poids plus grand que quatre kilo- 
grammes que l'indicateur bougera et 

montrera le poids correspondant. 
5. Pour résoudre le problème, con- 
sidérons séparément le boulon et le 


Fig. 187 Fig. 188 


joint. Désignons par P, l'effort de compression du joint; l'effort 
agissant sur le bout du boulon du côté de la plaque, quant à lui, 
par P3 (fig. 188). 
Tant qu'en bas le contact sera empêché, la somme de l’allonge- 

ment du boulon et du raccourcissement du joint 

Pl , PA 

EF c 
reste constante et égale à la somme de ces mêmes valeurs sous le 
serrage (c’est-à-dire sous P = 0); cette dernière sera, évidemment, 
égale à 


Na 4 No 
EF e ? 


où Fest la surface de la section du boulon. Ainsi donc, 


En plus de cela, nous aurons l'égalité suivante 
Ps A P\ — P. 
18 


En partant de ces deux équations, trouvons 


| EF 
P ci 

Pa=No EF ? Ps No+ EF 
e cl cl 


L’effort NW, de traction du boulon sera égal à P,; pour 
EF 
P — N, (1 ++) 


nous aurons P, = 0 et en bas il n’y aura plus de contact. On aura, 
alors, VN = P. Pour c = , c'est-à-dire en cas d'un joint rigide, 
nous en venons à la solution du problème précédent. 

Sur la fig. 189 est représentée la courbe de variation de la force 
N de traction du boulon en fonction de P pour différents c : 


Co LCy LL OO. 
reaTr cg 
LL) 
aWw 
T 
8 7% 
CE 7 
—_——) 
04 ? 
Fig. 189 Fig. 190 


6. Pratiquons mentalement dans une courroie des sections B et C 
et étudions les conditions d'équilibre de la courroie et de la manette 
(fig. 190). 

I] est évident que pour la manette on peut écrire l'égalité suivante : 


Tca+Ta(a+2R)= Pb. 


Découpons de la courroie une tranche de longueur Rd (fig. 190). 
Sur cette tranche agissent les forces 7 et T + dT, la réaction normale 
de la poulie dW, ainsi que la force de frottement fdN. Des conditions 
d'équilibre de la tranche de la courroie tirons 


aT + faN = 0, 
dN = Tdo, 


d’où, nous trouvons 


En intégrant, nous aurons 
T — Ce-fv. 
Sous q = 0 nous aurons 7 = Tec et c'est pourquoi C = Teet 
1 Tce””?. 
L'effort T , est égal à 
Ti Tin Teese. 
De la condition (1), déterminons 7: 
Pb 
FE are (2m 
Trouvons maintenant le moment de freinage 


JT EL 


_ 
M -Rj | AN = RG | Tee-re dp= TR (1—e-1") = PA AE 


J ) ate”/T(a+2R) ‘ 


Avant de calculer le déplacement du point À, déterminons au 
préalable l’allongement total A! de la courroie : 


FL A 
” Tec T pc TR dy _ Tec _ R - 
Re 7 LE: + | EF EF [ e+ce + (1—e ta) | 
{) 
Mais 
Al=ug + uc: 


où u# et uc sont les déplacements des points B et C. En plus de cela, 
de la fig. 190 il ressort que 


b b 
VAUT Mas Tr 
c'est pourquoi 

a a+ 2R 
OPA PER EUR 
et 


b T R 
U À = SGEN ÉF [ce +ce-tr + (A—e-f) | à 


En définitive, nous aurons 
pp cute )+E (4er) 
AT EF 2{(a+R) ab(a+2R)e-f# 


7. Quand une poulie tourne”"dans”une direction opposée, les for- 
ces de frottement changent de signe. Pour ce cas, il est plus facile 
d'obtenir la solution en changeant, dans les expressions définitives, 
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le signe du coefficient de frottement f en son contraire. Le moment de 
freinage M et le déplacement uw, auront respectivement de nouvel- 
les valeurs, différentes de celles trouvées plus haut. 

8. Dans le schéma indiqué, les indicateurs montrent non pas les 
mesures du raccourcissement de l’échantillon, mais bien la somme 
de ce raccourcissement et du dépla- 


cement, l’une par rapport à l’autre, 
des extrémités des plaques (fig. 191), gun ns 4 
c'est-à-dire la quantité Al + 6, + ô.. . 


À cause de cela, le module d’élasti- 
cité obtenu doit être plus petit que 
le véritable. La faute relative sera ss 
d'autant plus grande que plus grand Di sus ë 
sera le module d'’élasticité de l’é- 


«= 


chantillon soumis à l'essai. . 

La technique des essais décrite Fig. 191 
est valable uniquement pour la 
détermination des propriétés élastiques de la résine, des matières 
plastiques ou du bois, c'est-à-dire des matériaux dont le module 
d'élasticité est sensiblement plus petit que celui de l’acier. Comme 
la valeur obtenue pour le module d’élasticité du matériau analysé 
dansle problème est du même ordre que le module d’élasticité de l’a- 
cier, on ne peut donc pas donner foi au résultat obtenu. 

9. A cause des conditions de symétrie, il n’y aura pas de dépla- 
cements axiaux dans une section située au milieu de la barre. Con- 
sidérons maintenant soit la partie droite soit la partie gauche de la 
barre. Dans cette partie de la barre, il n’y a pas de déplacements aux 
bords; la barre étant homogène et l’échauffement uniforme. C'est 
pourquoi, à cause des conditions de symétrie, au milieu de cette 
partie de la barre, il n’y aura pas non plus de déplacements. En 
raisonnant ainsi, on peut diviser la barre en parties aussi petites 
que l’ou voudra aux extrémités desquelles les déplacements seront 
nuls. De là on peut tirer cette conclusion-ci que pour toutes les 
sections de la barre les déplacements axiaux sont toujours nuls. 

10. La première expression pour l est juste. La seconde est 
fausse. Dans le cas présent, le travail effectué par la force P 


VAT 


puisque le déplacement Ô n'est pas proportionnel à P sur toute 
l'étendue. On peut facilement s’en rendre compte à l’aide de la 
fig. 192 sur laquelle est représentée la dépendance de Ô par rapport 
à P pour le système en question. Le travail effectué par la force P 
est déterminé par l'aire hachurée, c'est-à-dire 
A2EF PI A \ EFA 
U=— + DEF —.) HE 5 
1 . EFA PI A P2I EFA®° 
+r(P-) (557 5) 
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cette A Asa coïncide avec celle obtenue auparavant [cf. expres- 
sion (1)|. 

11. Dans le premier cas, on a déterminé le déplacement du point 
sur lequel se trouvait le centre de gravité de la barre avant la dé- 
formation. Dans le second cas, la distance à partir du point de la 
nouvelle position du centre de gravité jusqu'à l’ancienne, ce qui n'est 
pas la même chose. 

Ainsi donc, dans la façon même de poser le problème, il y a une 
indétermination. ]I1 faut clairement indiquer ce qu'il convient de 
comprendre par l'expression « déplacement du centre de gravité», 
puisque le centre de gravité n'est fixé rigidement sur aucun des points 
d’un corps en déformation. 


+20 


Fig. 192 Fig. 193 


12. Soit un élément du fil de longueur dx (fig. 193). Désignons 
par Z' la force de tension du fil tendu (T > T,) et par @ l’angle d'in- 
clinaison du fil tendu. En supposant cet angle petit, nous aurons 
à partir des conditions d'équilibre : 


T8 — qdx — T (6 + dù) = 0, 
d’où 
dû 


| dzr° 


+ 

T 

Après le calcul de l'intégrale, nous trouvons 
nsc = >Ve 
Ô — T (C x) ? 


sous z = l/2, nous aurons 8 = 0, c'est pourquoi C = {/2; par con- 
séquent, 


t=+(z-<) «) 
et 
U2 à 
Winax —= | ddr Le. (2) 


0 


Déterminons maintenant 7. Suite à l’inégalité des efforts 7 et To, 
le fil s’allonge d’une valeur égale à la différence des longueurs entre 
la courbe et le fil en position droite, c’est-à-dire 


GT | ( 


1) dr = À az, 
0 


EF cos® 
de là 
T—To _ 
EF ar ° 


Substituons dans cette équation la valeur de 7 tirée de l'expression 
(2). Nous obtiendrons alors 


64 (“me |” +94 Pmex 2er 2. = 40 a. 


C'est là la dépendance cherchée de wmAx par rapport à 7, et q. Le 
résultat obtenu est représenté graphiquement sur la fig. 194 sous for 


U 0,004 0,008 0,012 O0IE 7 


Fig. 194 


me des courbes 


Wmax = | To. al 
l EF’ EF)” 


13. Le problème se ramène au calcul d’un fil sollicité par deux 
forces concentrées P — qell3 (fig. 195). 

En s’aidant des expressions (1) et (2) du problème précédent, on 
peut écrire: 


do= (5), To ie 


BW) max ” 
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où 0 et TZ, sont respectivement l'angle d'’inclinaison de la courbe de 
la flèche et la force de tension du câble avant la suspension du fil 
inférieur. 

Considérons la partie gauche du fil (7) ainsi que la moitié de sa 
partie du milieu (2) (fig. 195). Pour ces parties, nous aurons respec- 


tivement : 
Bi=7 (Ci 2); 
1 ; IE : | (0gr:<+) 
wi = (Ait Cyr — +) ‘ 
02 = 7 (Ce —x | | | 


Les constantes 4,, 4:, C, et C, se déterminent à partir des con- 
ditions suivantes: 


pour xz-=0 Wi—=0, pour z—//2 Vo = 0, 
pour æ—1/3 wi—=u., pour x—1/3 TÜüi—TÙ — P. 
Dans ces conditions, 
A, =0, À, = PU3q, C, = Plq + l2, Ca = 1/2. 
L'effort 7 s'obtient en établissant l'égalité entre, d'une part, la 


différence des longueurs du fil suspendu librement et du fil tendu 
et, d'autre part, l'allongement du fil en traction: 


173 112 1j 
À (148) a+ À (442) a5— À (14) de rot 
0 1/3 . 


ou, après substitution des valeurs de #, 
1/3 , M2 , V2 
_… | (Ci—zar+Æ | (C2 Par | (1/2 — x)? dx — 
Ô 1/3 0 
(T —To) 1 
—_— — EF — , 


de là, après avoir intégré, nous trouvons 
q2 (£ L , P 2® D) q2 LS (T—To) ! 


(Este ta) TA Er 


Après substitution de T, nous aurons 


3 
TW9 max_ \° Tw9 mox \2[ 8 ÆFUG max 1 |. 
—— | + ——<— 


ql2 qi2 8 qls 8]. 


3 
= + Tue (EE q2i? +iT ql +1). 
Effectuons une appréciation numérique : 
P = qul3 = 1,5 ql/3, Plql = 0,5; 
g = 0,6-0,0078 = 0,00468 kgf/cm, 
où 0,0078 kgf/cm° est le poids spécifique de l'acier ; ainsi nous aurons 


3 
EF max 
n 


— 0,0205. 
Dans ces conditions, l'équation de calcul se ramène à la suivante 
Tw 8 Tw 2 
(ee) —0,0704 (222) —0,00484 = 0, 
d'où 
em 0,196, T — 460 kgf. 


Les équations de la courbe de suspension (w, pour la partie extrème 


Den 


Fig. 196 


w,= 254 (F-2) cm, 
We == 254 (++ 5 +155) cm. 


La courbe de suspension tracée à la base de ces équations est repré- 
sentée à la fig. 196. 
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14. Si à l'endroit du rivet, les tôles étaient reliées sur toute la 
largeur b et si cette liaison était parfaitement rigide, nous aurions 


pour les tôles soumises à des essais de traction, en conformité avec la 
loi de Hooke, 


T< T + 
À = pp Ÿ —Ethe (1) 


où Æ est le module d'élasticité des tôles. La valeur obtenue Aa 
serait plus petite que la valeur mesurée Aa. 

La différence entre la valeur mesurée et celle obtenue par cal- 
culs (1) est le résultat de la déformation du rivet ainsi que des tôles 


dans la zone de liaison. Désignons par A cette différence entre les 
allongements : 


a 
k  4Ebhy 2Ebh ) 


La différence entre les allongements deviendra alors À — =. 


0 
Considérons maintenant la déformation des tôles (fig. 197). 
Désignons par , la force normale de traction dans la travée à de la 


Fig. 197 


tôle de l’intérieur. Dans les deux tôles externes, la force totale sera 
évidemment égale à la différence P — N, (cf. fig. 197). La diffé- 
rence entre les allongements de la tôle de l’intérieur et de celles 
externes sur la travée à 

Nil (P—N))l 

Ebhs  2Ebh, 


est égale à la différence entre les déplacements des extrémités de la 
travée, déplacements dus à la déformation des rivets, c'est-à-dire 
| Ni Ni Ni Nic 
ko ko 
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où N' — N,_, et N;4, — N; sont les efforts revenant respective- 
ment au rivet de gauche et à celui de droite dans la travée i. 

En établissant l'égalité entre les différences de déplacements 
obtenues, nous avons 


Nino — NB + Nina = — P, (3) 
où 
— ou , B-2a+1+ (4) 


L'équation obtenue offre des analogies avec l'équation connue 
des trois moments; transcrivons-la successivement pour la premièe- 
re, la deuxième et la troisième travée (fig. 13): 

0a— Nip +N:a——P, 
Nia— NB+Nsx = —P, 
Nu — NB + Pa — — P. 
De là nous obtenons les formules pour les forces normales : 
B?+ a+ af 
Mare B (B2—2a°) ? 
B (B+2a + a?) 
Ne Pen 
B2 (1+ a) —aÿ + af 
Me pp 
Les efforts revenant aux rivets seront les suivants: 
_ da 2 
(B+ af — a?) 
Pu=N:—-N,=P ., 


_ __ p&(B2—Ba—a—f) 
Pn=N-N=P ps: 


2 (1 es 
Piv=P—N,=P|1 CENTER]. 
Dans le cas où À, = 2h;4, nous aurons 


les efforts seront alors 
Pi= Pr — P a+ 6Ga2+10x+4 
ITS INT 4 (a +1) (a2 + 4a +2) ! 


P «a 
ENS EME at. 
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Si l'appui est parfaitement rigide (4, = oc), le coefficient &« = 0 
et nous obtiendrons 


Pi= Piv= +, Pn = Pm= 0. 


Par conséquent, dans ce cas, ce ne sont que les rivets extrêmes du 
joint qui travaillent. 

Dans le cas des rivets très déformables, k, sera petit et «& grand. 
A la limite, pour &« — co nous aurons 


© 


Pi= Pu=Pm= Pine. 


Dans les données du problème il avait été indiqué que le coeffi- 
cient k est déterminé à partir des essais des tôles rivetées sous une 
base de mesurages a suffisamment grande pour que les contraintes 
dans les sections À et B puissent être considérées comme uniformé- 
ment distribuées (fig. 14). Dans ce sens, le résultat obtenu sera 
d'une exactitude suffisante si la distance entre les rivets n'est pas 
plus petite que a. Cependant, même pour une différence plus petite 
entre les rivets, lorsque les contraintes sur la largeur ne se nivèlent 
pas d’un rivet à l’autre, la solution reste juste. Changera unique- 
ment l'expression (2), pour k,, dans laquelle la largeur de la tôle b 
devra être remplacée par une certaine valeur ramenée qui lui sera 
équivalente. 

15. Soit n rivets dans un joint longitudinal. D'après l’expres- 
sion (3) (p. 87), selon le nombre de travées, nous aurons nr — 1 équa- 
tions suivantes: 


— NP+ Noa — — P, 
N,a—NB+Nsa = —P, 
Noa— NB+Na—=—P, 


Nn-0@ —Nh-1p = — P (1 + œ). 
De ces équations il faut déterminer les inconnues 
N;, Na, Na . . 7 N° 


Remarquons que si l'on pose 
P 
N;=N:=N:;— .. Ni 7 2a—B ’ 


a 


toutes les équations seront satisfaites à l'exception de la première 
et de la dernière. 
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Posons ensuite que 


P P 
Ni= Az, N: = Az — 2& B : 
N;= Az 2 pi 


où À et x sont certaines constantes arbitraires. 

Choisissons x de telle façon que toutes les équations soient de 
nouveau satisfaites à l'exception de la première et de la dernière. 
Après avoir placé N;.,, N;, et N;+, dans l'équation 


Nina — Ni + Nina = —P, 
nous aurons 


Ara— nt —BAs' + ER + Art'a— RE no 
ou 
a — Pr +ar =0, 
d'où nous trouvons 
B+ 1 B2—407 _ J—V REA 


É'n 2œ , 2x 

Il est évident maintenant que toutes les équations, à l’exception 
de la première et de la dernière, vont satisfaire aux expressions sui- 
vantes : 


P 
N=An+br-- Tr, 
P 
Na =. Axi + Bai, 
Pi. 


pour n'importe quelles valeurs des constantes arbitraires À et B. 
Quant à ces dernières, choisissons-les de telle sorte que soient satis- 
faites la première et la dernière équation du _, 


—8 (An + Br: — = }+a (4i++ 24 — —— F \=—P, 
a (Azï? + Bx37° (Az + Bx3°! — x ) = 
= — P(a+1). 
De là déterminons À et B en tenant compte que zx, = 1etz, + zx — 


=: après des transformations assez simples, nous obtenons: 


| ARE 


Les efforts dans les rivets sont égaux à 


P: = N;, 
Pix — N: — NM, 
Pin = N3s—N:, 


Ph = P — Nha. 


16. Considérons les conditions d'équilibre d’une portion de la vis 


Fig. 198 


(fig. 198). De toute évidence, 


=t. (1) 
Ensuite, d’après les données, 
t—k(u, — u) (2) 
mais, 
duy du, 
az  v dx Ce 
et 
e = Mr Ne 
VERS ÊTES 


Par conséquent, après avoir calculé la dérivée de l'expression (2); 
nous aurons 


SH =k (Se Ce ) 
dx  "VEyF, “Egre l° 


En substituant ici à £ sa valeur de l'équation d'équilibre (1), nous 
aurons 


ENv _p (= _) 
dei _"VEyFy EsFg l° 
S'étant servi de la condition 
Ne = P — Ny, 


trouvons 


PNY kP 
dr? — 4 Ne = oe EF ? (3) 
où 
1 1 
2 =: 
= ( E,F, T7 EgFe ) 
La solution de l'équation homogène 
dN, 
T3 L— aN, —<0 


sera 


Ny=A sh ax +8B ch az. 


Après avoir ajouté à cette solution la solution particulière de l’équa- 
tion (3) nous aurons 


Ny=Asharz+Bchar+—— ——. Fe (4) 


Les constantes À et PB, nous les trouverons des conditions aux limi- 
tes : 

pou z=0 N,=0, 

pou æz=l N, = P. 


Après résolution, nous aurons 


kP  1—chal kP 


Por EF, shol: ha the " a @E;Fe | 
La contrainte normale dans la vis est égale à 
N_— P 1 shal—sha(i—z) | shaz 
on 1 1 sh al EsFe EyFy 
EvFy UEgle 
La contrainte normale dans l'écrou: 
Ne = P — N4. 
L'effort exercé sur les spires du filetage est égal à 
= Nv … P ES +2) 
DE dz où 1 | sh al EFe : E,Fy : 
EFy EF 


Sir la fig. 199 est représenté le mode de variation de ces grandeurs 
sur l'axe de la vis et de l’écrou. 
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Fig. 199 


17. Le problème se résout exactement de la même façon jaue le 
précédent. La seule différence sera due aux conditions aux limites 
qui, ici, seront: 


pou z=0 N, = P, 
pour æ=Ù N, = P. 


Ces conditions sont remplies pour les valeurs suivantes des cons- 
tantes À et B: 


1—ch al kP kP 
A= oi (Per) B=P— Er 


L'effort normal dans la vis sera 


Ne me SR ER] 
EyFy EF 
L’effort normal dans l’écrou est égal à 
Ns=P—N,. 
L'effort exercé sur les spires du filetage sera 
9 INy ___ Pa ___chez—cha(l—z) 


dz nl 1 EF, sh al 


Sur la fig. 200 est représenté le mode de variation des grandeurs 
N,, Ne et t le long de la vis. 
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18. Si l’on applique à la vis une force de compression P de telle 
façon que le pas de filetage diminue d’une valeur égale à À, et que 
l’on visse ensuite l'écrou, il n’y aura pas d'efforts dans le filetage. 
Si maintenant l’on décharge le boulon, on aura dans le système 
exactement les mêmes efforts que ceux du système étudié dans le 
problème précédent. C'est pourquoi, la solution obtenue plus haut 
reste valable aussi pour le cas présent si seulement la force P assure 
un allongement A par pas dans la vis librement tendue. 

D'après la loi de Hooke 


__ Ps 
_ E,Fy! 


où sest le pas de filetage. Ainsi donc, pourobtenir la solution voulue, 
il suffit de remplacer P par © EF, dans les expressions du problème 


précédent. 

19. L'on doit considérer comme conditions les plus favorables 
celles qui assurent une répartition plus uniforme des efforts sur 
les spires. Dans le premier cas, la première spire se trouve fortement 
surchargée. 

Dans le second cas, la force de serrage est appliquée sur l’écrou 
plus haut que la première spire. Le diamètre de l’écrou de la partie 
inférieure est réduit. C’est pourquoi, dans ce cas, les efforts agissant 
sur la première spire sont plus petits. Par là même (sous une force 
de serrage identique) les spires restantes se trouvent déchargées. 
Les conditions de travail dans ce second cas seront plus favorables. 

Néanmoins, il ne faut pas en conclure que dans tous les cas il 
faut d'une manière générale employer les écrous de type 2 (fig. 18). 
Il est clair que la complication de toute structure, surtout d’une 
telle pièce standardisée d'usage courant qu'est un écrou, ne peut 
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être justifiée que dans le cas où cette complication assure des résul- 
tats tangibles. Comme la surcharge de quelques spires du filetage 
par rapport aux autres ne porte atteinte à la résistance d'un assem- 
blage par filet que dans des cas exceptionnels, l'emploi des écrous du 
type décrit ne peut être recommandé, par conséquent, que sous 
forme d'exception. 

20. Considérons un système de barres dans un état de déforma- 
tion (fig. 201) et, s'étant fixé le déplacement du point À, trouvons 


Fig. 201 


la force P. Mesurons sur le dessin l'angle &, Al,/l et u,/l. D'après 
la courbe de la fig. 49, trouvons les efforts P, et P, correspondant 
aux allongements Al/l et u,/1. La 
force P se détermine à partir de 
la condition d'équilibre 


À P = 2P, cos « + P.. 
En se fixant quelques valeurs 


de u,, on peut établir la courbe de 
dépendance de z, par rapport à P. 


7 Sur la fig. 201 est représentée la 
. courbe de dépendance u, = f (P) 
Fig. 202 obtenue pour un diagramme donné 


de traction des tirants. 

21. Le cas Z a lieu sous de grands angles & tandis que le cas 2 
a lieu sous de petits angles. Le cas 3 est un cas limite entre les deux 
premiers. La valeur de l'angle &« correspondant peut être obtenue 
approximativement en supposant que la rigidité du fil dépasse 
sensiblement la rigidité du caoutchouc et que, par conséquent, 
toute la charge est entièrement supportée par les fils. 

Prélevons du cylindre en caoutchouc câblé un élément de dimen- 
sions a et a tg « (fig. 202). Avec de telles dimensions, un nombre 
identique de fils reviendra à chacune des sections AB et BC de cet 
élément. Désignons par P l'effort agissant dans le fil, la résultante 
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des forces agissant dans la section AB sera alors égale à 
P ,8 = Pn sin Œs 


où n est le nombre de fils revenant à la section AB. Dans la section 
BC, la résultante correspondante sera 


Pc = Pn cos «. 


Or, on sait que pour un cylindre sollicité par une pression interne, 
la contrainte tangentielle moyenne est deux fois plus grande que la 
contrainte axiale. Par conséquent, 


Pc _9 Pas 
atga a ° 


Après avoir substitué à P,, et P;c leurs valeurs, trouvons 
gas, a= 3546". 


Pour cette valeur de l'angle «& l'enveloppe conserve sa forme cylin- 
drique. Pour & > 35°16’ le cylindre se déforme comme le montre la 
fig. 21, 1, tandis que pour « << 35°16’, suivant la fig. 21, 2. 
Remarquons, entre autres, que les problèmes concernant l'étude 
des structures analogues en caoutchouc câblé se rencontrent lors 


a 50 HR 


Fig. 203 


du calcul des pneus pour automobiles. Le problème du choix de 
l'angle de disposition des fils est d’une importance particulière 
pour la durabilité des pneus (fig. 203). Une variation de l'angle 
dans l’un ou l’autre sens par rapport à l’angle optimal pour des 
pneus d’un type donné entraîne une diminution du délai de leur 
service. Il faut, cependant, dire que pour les pneus cet angle ne se 
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détermine pas par les conditions d'équilibre comme dans l’exemple 
étudié, mais bien par les conditions de résistance à la fatigue des 
E sous des contraintes variables engendrées lors du roulement de 
a roue. 

22. Prélevons du globe un fil et considérons son équilibre (fig. 204). 
Du côté de l'enveloppe en caoutchouc, sur ce fil agit une charge 
distribuée q kgf/cm. Cette sollicitation sera variable puisque la dis- 
tance entre les fils est différente en différents points. Elle atteindra 

sa valeur maximale à l'équateur où 


2 nréq 
Gé — PDP  n ? 


p étant la pression et nr, le nombre 
de fils. 

Dans un point situé à une distan- 
ce r de l'axe, 


; 
1 Tar- 


Fig. 204 L’effort de traction T dans le fil 

ne change pas le long de l'arc du 

méridien. Il est égal à T = gp, p étant le rayon de courbure local 
du méridien. En excluant de là qg et puis ge trouvons 


27n 
T=—- per. 


D'autre part, de la condition d'équilibre de l'hémisphère, 


Tr = Pêa 


n 


En excluant T7, trouvons 


__ Téq 
2e 


Soit p l’angle entre la normale à la surface déformée et l’axe de 
rotation. On aura alors dr = p cos gd ou 


dr = Te ços pag. 

En calculant l'intégrale, nous trouverons 
r® = réq Sin ® + C1. 

Comme œ s'annule pour r =0, C;, =0 et 


sin ®= 


r2 
Eq : 


Désignons par y la distance d’un point quelconque à partir 
du plan de l'équateur. Il est évident que 


dy ! 
ar — — 8% 


ou 
o 
= dr 
dy = — sa e 


Pour calculer l'intégrale de cette expression, effectuons d’abord 
une substitution 


r = reg COS Ÿ. 
Alors 
2 dy 
dy =re cos 
HET V1+ cos p ” 


Ÿ à = Ÿ 
2 : d 
y=ra V2[2 | 1-5 sin pag | ——# | 
ù 0 V/ 1 sin + 
je valeur de C, est nulle puisque, à l’équateur, 5 = 0 et y s’an- 
nule 


L'aplatissement relatif de la figure en état d'équilibre se déter- 


mine par la relation yo/réq: Yo étant le demi-axe vertical du corps 
de révolution : 


ou 


LC. 


1/2 


Hp [viré |) 


7m V/1—%2 sin? y 


=V26E-_n. 


Ici F et E sont les intégrales elliptiques complètes de première 


et de seconde espèce ayant pour module 4 = 1/2. Les valeurs de 
ces intégrales étant données dans des tables, on trouve 


F = 1,85407 et E = 1,35064. 
En définitive, 
20. 0,599. 


réq 

Détail curieux: cette forme trouvée pour l'enveloppe a le volu- 
me le plus grand parmi les autres corps de révolution ayant une 
même longueur donnée de l’arc du méridien. Cela découle, naturel- 


lement, du fait que les fils sont supposés inextensibles et l’énergie 
du système se traduit uniquement par le potentiel des forces de 
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pression. La pression effectue un travail égal à pV. Ce travail attein- 
dra sa valeur la plus grande lorsque le volume V sera maximum tandis 
que le potentiel des forces externes (—pV) atteint, dans ces mêmes 
conditions, le minimum par comparaison à toutes les formes qui 
s'apparentent à celle trouvée. 

23. Le phénomène indiqué peut avoir lieu dans le cas où des 
déformations plastiques suffisamment grandes sont engendrées dans 
un anneau en aluminium lors de l’échauffement. Désignons par A 
la différence entre le rayon externe de l’anneau intérieur et le rayon 
interne de l'anneau extérieur svant l'ajustage. Il est évident que 


etes (1) 


où eu est le raccourcissement relutif de l’arc de l'anneau en alumi- 
nium, &c, l’allongement relatif de l'arc de l’anneau en acier. 

Dans les limites des déformations élastiques, on aura, sous un 
échauffement supplémentaire, 


JA = — 60 


où 01 et oc sont les contraintes dans les anneaux en aluminium et en 
acier, &œa et &c, les coefficients de dilatation linéaire correspondants. 


Fig. 205 Fig.5206 


D autre part, pour une épaisseur identique des anneaux, onf aura, 
comme cela découle des conditions d'équilibre (fig. 205), oc — 
— O1 = 0. L'équation (1) donne 


+ (Ga — ac) 
SÉRNE HSES (2) 
Ex l'E 


Supposons que la courbe de traction ou de compression de l’alumi- 
nium peut être représentée schématiquement comme le montre la 
fig. 206. La limite d'élasticité de l'aluminium est inférieure à celle 
de l'acier. Comme dans les deux anneaux les contraintes sont égales, 
l'anneau en acier travaillera dans tous les cas dans la phase élasti- 
que. 
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La contrainte de serrage initial des anneaux que nous désignerons 
par Oo est égale à | 
A 
Se 
#4 1 
Er TE 
L'expression (2) prendra alors la forme suivante: 


0 = 09+<FA—00) (3) 


Er TE 
Remarquons que © ne peut être plus grand que ou. à Si la tempéra- 
ture d’échauffement 
\ 1 1 1 
L=> (01,4 — Oo) (+) ER 


dans l'anneau en aluminium apparaîtront des déformations plasti- 
ques et O = O1. À. 

Lors du refroidissement, les anneaux connaîtront des déforma- 
tions élastiques. Les contraintes résiduelles peuvent alors être cal- 
culées comme la somme algébrique de ou. à et de la « contrainte de 
refroidissement » obtenue à partir de l'expression (3) en remplaçant 
le signe précédant t par son contraire, c'est-à-dire 


(La — 2% 
Orés = Où.a— PAT), (4) 
Er 
Pour G;6s << 0, l'anneau en aluminium se détache de celui en acier. 
Par conséquent, la condition pour que l'anneau se détache sera 


1 1 
t(&æa — &c) > Oer.a (5-+5): (5) 


Un autre cas est possible lorsque les déformations plastiques 
apparaissent déjà dans l’anneau en aluminium lors du serrage avant 
l’échauffement. L'expression (4) et, par conséquent, l'expression (5) 
restent dans ce cas en vigueur et ce malgré les voies d'obtention de 
la limite d'élasticité O1. 4. 

24. Si les allongements thermiques de l'anneau et du cône sont 
identiques, la hauteur h ne changera évidemment pas. Supposons 
que l'allongement thermique de la barre conique est plus.fgrand 
que celui de l'anneau: 


Et >> Etae 
Dans ce cas, dans l'anneau apparaît, lors de l'échauffement, une 
contrainte de traction © dont la valeur dépend de la différence entre 
les déformations thermiques e;r — ea (fig. 207). Si la contrainte 


reste inférieure à la limite d'élasticité, les dimensions de l'anneau 
se restituent lors du refroidissement et la hauteur h de fixation de 
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l'anneau ne change pas. Si la différence e;, — e,, est suffisamment 
grande, l'anneau aura une déformation résiduelle et lors du refroi- 
dissement se déplacera vers le bas. Si on reprend l’échauffement, 
l'anneau sera à nouveau soumis à la traction et, dans la suite, se 
déplacera de nouveau en bas. Il continuera à descendre tant que la 


C 


Esp —Ey9) 


€ e 
67 ea “ 
Fig. 207 Fig. 208 


déformation élastique ea n'aura pas atteint une valeur égale à £&p — 
— £a (fig. 208). La nouvelle hauteur de fixation de l'anneau se 
détermine facilement à partir de la valeur de la déformation rési- 
duelle totale Ze. 

Une situation analogue a lieu aussi pour e&;, << &,. Dans ce 
cas, l’anneau descend sous l’échauffement alors que la traction 
a lieu lors du refroidissement. 

25. La déformation du tube dans la direction tangentielle est 
donnée par: 


A 1 
E —=-7 = (01 —U0,). 


Désignons par p la pression de contact et par NV la force axiale 
engendrée dans le tube. On aura alors 


___PR _ _ N 
Hp os HR) 
h étant l'épaisseur du tube. Ainsi 
À 1 N 
rm (Pur). () 


Par ailleurs, la force axiale dans la section x se détermine par l’inté- 
grale des forces de frottement dans l'intervalle (0 — x), c'est-à-dire 


N= | fp2nRdz, (2) 
0 i ! 
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f étant le coefficient de frottement. Maintenant l'expression (1) 
prend la forme suivante 


‘ Ed 
A 1 
F = (PR-uf| ps). 
0 
Après avoir calculé la dérivée de cette expression par rapport à zx, 
nous trouvons 


d'où 


La constante p, n'est rien d'autre que la pression de contact 
à l'extrémité du tube. Trouvons-la de l'expression (1) dans laquelle 
nous poserons V = 0; cela donne 


Par conséquent, 


De l'expression (2), calculons la force axiale : 


uf 
N = TE (e R 1). 


Ainsi, la pression de contact et la force axiale augmenteront 
au fur et à mesure que l'on s'éloigne de l'extrémité du tube. Cette 
augmentation cessera évidemment à partir de l'endroit où l’allon- 
gement axial dû aux forces !V et p deviendra égal à l'allongement 
axial initial du tube. Or, pour un tube qui se dilate uniformément de 
tous les côtés sous effet thermique, l'allongement axial au moment 
de l’ajustage est égal à l'allongement tangentiel, c'est-à-dire A/R. 
Exprimons l'allongement axial par l'intermédiaire de p et N: 


1 
Ex = (0x— O4) 


er [(1—H)e RO —1]. 


Désignons par a la distance à partir de l'extrémité du tube sur 
laquelle a encore lieu le glissement et agissent les forces de frotte- 
ment. De la dernière expression trouvons, en posant e, = A/R 
et r=a: 
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Pour z>a, e, = & = 2 — const, nous aurons 
N — 2EhA __Ehâ 1 
Tip t PT RE 12° 
A l’autre extrémité du tube, la répartition des forces sera iden- 
tique. 
Sur la fig. 209 on a montré les courbes de variation de l'effort 
normal N,jdes forces de frottement dN/dx, ainsi que de la pression 
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Fig. 209% 


de contact p le long de l’axe du tube. A côté, on a montré pour com- 
paraison, les mêmes courbes pour le cas d’un tube plus court (1 < 2a). 

26. Etudions le cas a). La force normale dans la section du tube 
(fig. 210) sera 


N= | fp2rRdr—P (1) 
ô 


me précédent, nous aurons 


FR = [PR- = (—P+2n8 | pr) |. (2) 
0 


102 


Comme dans le cas précédent, 


nf 
Pp = Poe À . 
La valeur p, s'obtiendra de l'équation (2) si l’on y pose x = 0: 


À _ 1 u 
R Eh (PR + 2nR P), 
d'où 
Eh uP 
Po RE —TGRE 


Ainsi, nous obtenons 


_[EhA  pP En 
= | R2? 2rR? , 
et de l'équation (1) 
ut 
N—- — 2nEhA +( 2REhA —P) eR =. 
b H 


Sur la fig. 211 sont représentées les courbes de variation de l’ef 
fort N, des forces de frottement dN/dx ainsi que de la pression de 
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contact le long du tube. En pointillé, on a montré l'allure de ces 
courbes pour P = 0, ainsi que pour quelques autres valeurs de P. 
Le tube se détachera de la barre sous une force P’, la même qu'il 
faut pour que le segment b (fig. 211) soit égal à la longueur du tube L. 
Posant dans cette dernière expression N = 0 et x = !, trouvons 


nf 
mp { 
H 


Etudions maintenant le cas b). Ici, la force P et les forces de 
frottement dans le voisinage de l’extrémité gauche du tube changent 
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de direction. C'est pourquoi 
N=P— | jp2aRdz, 
0 
et à la place de l'équation (2) nous aurons 


ne CE) 
0 


Alors, 
uf 
— x 
p=poeœ À , 
avec 
k uP 
Po — "2 A+ 2nR2 
En outre, 
nf 
pres; (Znsis | per R 


Les courbes correspondantes de variation de NW, dN/dz et p sont 
représentées sur la fig. 212. Pour x = b, les forces de frottement 
changent subitement de direction. 


Fig. 212 


En posant dans cette dernière expression N = 0 et z = l, nous 
trouverons la valeur cherchée de la force P’ pour laquelle le tube 
se détache de la barre: 


LA 
PE (ER 1 1) 


La valeur de cette force se retrouve plus grande que celle obtenue 
dans le cas a), ce qui paraît assez évident puisque la force de traction 
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provoque un rétrécissement du tube et une augmentation des forces 
de frottement. 

27. Supposons que dans un point anguleux de la section trans- 
versale … la poutre apparaît une certaine contrainte tangentielle + 
(fig. 213). 

Décomposons-la en deux composantes 7, et T, perpendiculaires 
aux côtés du polygone. D'après le principe de parité des contraintes 
tangentielles, dans les faces latérales de la poutre doivent apparaître 
des contraintes tangentielles couplées t, et t,. Or, sur la surface 
latérale il n’y a pas de contraintes. Par conséquent, Tt, = 1, = 0. 
De là découle que + = 0. 

Il est clair que la démonstration qui vient d'être faite reste 
valable pour toute valeur de l’angle plus petite que 180°. 


30 
TE/30° 


Fig. 213 Fig. 214 


28. Le moment résultant de l’action des contraintes t’ est équi- 
libré par le moment de la force résultante Q qui apparaît dans le 
plan de la section normale (fig. 214). Cette force aura, évidemment, 
la valeur suivante: 


R x 
Q = se 


Or, on a 
: 
T = Tmax TR ? 
AUSS] 
R x 
rè2 . 2 2 
Q — Tmax 7 Sin o dr do = à PA 1 
0 0 
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Le moment de la force Q par rapport à l'axe z est égal à 
M = max 


Les contraintes t’ donnent un moment absolument identique: 
° 2 l ° 2 
M = 21 | dr dr = RE | r# dr = + Tmax R°L 
0 


29. Si la poutre subissait une torsion sans traction, alors, dans 
les limites des petits déplacements, il y aurait entre l'angle spéci- 
fique de torsion 6 et le mo- 
ment M la relation suivante 

3M 
Le Gbh3 ? 


en d'autres mots, la rigidité en 
torsion serait égale à 


Co = Gbhi. 


Etudions maintenant le cas 
de la torsion de la poutre, cette 
dernière étant simultanément 
soumise à la traction par une 
force P. Lorsque la section frontale se retourne d’un certain angle, 
les contraintes normales P/bh gardent la direction des fibres longi- 
tudinales de la bandelette tordue (fig. 215). Les projections de ces 
contraintes sur un plan perpendiculaire à l’axe de la bande sont 
égales à 


Fig. 215 


P dp P 


Th de Ÿ = 5 V9: 


Ces contraintes sont à l'origine d’un couple de torsion supplémen- 
taire 
+b/2 > _ 
ae ee 2 — = 
M = À DE Oy2h dy — P6 D 
—b/2 
Additionnant ce moment à celui créé par les contraintes tangen- 
tielles, trouvons 
b? Pb? 
Ainsi, la rigidité en torsion de la bande en traction est égale 
à la rigidité de cette même bande, travaillant sans traction, plus 
une grandeur égale à 
Pb? 


12 
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30. Puisque le tube et le rouleau ne sont pas rigides, le glissement 
local sur la surface de contact commence avant que la valeur du 
moment n'atteigne M,. Au début, le glissement a lieu dans les zones 
limitant l'aire de contact. Pour M = M, le glissement gagne toute 
la surface de contact. Le moment des forces de frottement atteint 
alors sa valeur limite M, et dans le tube, tout au long du contact, 
le rouleau commence à se retourner. 

Divisons l'aire de contact / en trois zones a, b et c (fig. 216). 
Sur la tranche a, le moment de torsion dans le tube est plus grand 
que celui agissant dans le rouleau et, respectivement, l'angle de 
torsion l’est aussi. Au fur et à mesure que l'on passe de la section À 
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Fig. 216 


à la section B, le moment de torsion se transmet du tube au rouleau 
et, dans la section B, les angles de torsion du tube et du rouleau 
deviennent identiques. 

Sur la tranche b il n’y a pas de glissement. Sur la tranche c, le 
glissement aura de nouveau lieu. Ici, le moment de torsion dans 
le rouleau est plus grand que dans le tube et l’angle de torsion le 
sera aussi. Au fur et à mesure que l'on passe de la section C à la 
section D, le moment dans le tube tombe jusqu’à zéro alors que 
dans le rouleau, il croît jusqu'à M. 

L'intensité des moments créés par les forces de frottement est 
égale à 

Mo 


Mm=——. (1) 


La valeur de m ne dépend pas du moment M et n’est déterminée 
que par le coefficient de frottement et l'intensité du serrage. 

Déterminons maintenant la longueur des tranches a, b, c. Consi- 
dérons à cet effet séparément le tube et le rouleau (fig. 217). De la 
condition d'équilibre nous aurons, évidemment 


m(a+c=M, (2) 


tandis que de la condition d'égalité des angles de torsion sur la 
tranche b, nous tirons 


Gr Gr (3) 
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Des équations (2) et (3), trouvons 


MI M1 
a — Mo C= __Mo__ 
PCA (4) 
\GJ p}r (GJ b)t 
Si les rigidités du tube et du rouleau sont égales, de (4) nous tirons 
_, = M 
(4 ere > 2M) e 


Connaissant a et c, traçons les diagrammes des moments (fig. 217). 


nn M 


Fig. 217 


Avec l'augmentation du moment M, les tranches a et c devien- 
nent plus longues tandis que la tranche b rétrécit. Pour M = M,, 
la somme a +c est égale à Let b = 0. 
Après cela, le moment des forces de frotte- 
ment qui croissait grâce à l'augmentation 
des tranches a etc ne pourra plus le faire 
et commencera un glissement général sur 
la surface de contact. 

31. Plaçons au centre de gravité de la 
tache d'encollage l'origine d’un système des 
coordonnées zx, y (fig. 218). Supposons que 
lors de l'application d'une charge, le gous- 
set collé se déplace à gauche d’une valeur 

Fig. 218 A; et en bas d'une valeur A, et que, en 
| outre, il s’est retourné d’un petit angle 
dans le sens des aiguilles d’une montre. 

Déterminons les contraintes 7, et t, agissant sur le gousset. 
Elles sont proportionnelles au déplacement local, c'est-à-dire au 
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déplacement du point ayant pour coordonnées zx, y: 
Te = k (Az — y); Ty —= k (A, + px), 


k étant un certain coefficient de proportionnalité entre la contrainte 
et le déplacement. 
Donnons les équations d'équilibre 


| rx dF=0, feudF=P, |(mr-ty) dF=M, 
F F F 


où M est le moment de la force P par rapport à l’origine des coor- 
données. L'intégration s'étend sur la surface de toute la tache ou 
sur la surface totale des taches s’il y en a plusieurs. 

Tenant compte du fait que les axes x et y sont centraux, nous 
obtenons 


A,=0, kA,F=P, kgJ,=M, 


J, étant le moment d'inertie polaire de la tache d'encollage par 
rapport au centre de gravité. En remplaçant A,, À, et @ dans les 
expressions des contraintes t, et t, par leurs valeurs, nous aurons: 


M P M 
Te ne. Te me 


La contrainte totale est 


= V TS +. 


En mettant dans cette expression les valeurs de +, et t,, déter- 
minons l'emplacement des points où la contrainte totale atteint 
sa valeur limite 7%]: 


(e+2 Te) 4e (2 


Comme on voit, il s’agit d’un cercle de rayon 2, Le centre 


de ce cercle se trouve sur l’axe x et est décalé à gauche d'une valeur 
égale à (fig. 219) 


p J 


M F° 
Si le cercle croise le contour de la tache d’encollage, dans la région 
extérieure de la tache la contrainte dépasse la limite de résistance. 


Si, par contre, la tache d’encollage s'inscrit entièrement dans le 
cercle, la condition de résistance sera observée. 
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Fig. 220 


32. 1) Au moyen d’une surface cylindrique passant par le contour 
donné, dégageons la partie intérieure de la poutre (fig. 220). Sur la 
surface cylindrique qu'on vient de tracer, apparaissent des contrain- 
tes tangentielles 7, agissant par couples. Projetant sur l'axe z toutes 
les forces agissant sur la partie dégagée de la poutre, nous aurons 


| tnt ds = 0 


ou, autrement, 


| rn ds = 0. 


2) Etudions un élément ds dz d’une surface cylindrique passant 
par le contour en question (fig. 221). Après l'application de la charge 
sur la poutre, cet élément se déformera et prendra la forme d'un pa- 
rallélogramme représenté sur la fig. 221. L'angle de cisaillement y 
sera déterminé par la somme des angles « et B, c'est-à-dire 


v=a+p. 


Trouvons maintenant l'expression de chacun de ces termes. L’angle 
& est donné par l'angle de torsion 6 et par la distance mesurée à par- 


Fig. 221 Fig. 222 
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tir du centre de torsion; de fait, de la fig. 221, nous aurons 
AA" . 
"d * 
or, AA’ = nd, d étant l’angle de rotation relatif des sections se 
trouvant à une distance égale à dz l’une par rapport à l’autre, n, la 
distance du centre de torsion © (fig. 222) à la tangente au contour au 
point A. Puisque dœ/dz = 0, a = On. 

Lors de la torsion, la section de la poutre ne reste pas plane et 
subit un certain déplacement w (x, y) dans la direction de l’axe z. 
Il est évident que (fig. 221) 


= 


du 
B=— 
Comme y = 7,/G, on aura 
Ts dw 
GC: _— On + — 


d'où nous tirons 
dw = ( _ — On) ds. 
L'intégrale de dw sur un contour ferméfest égale à zéro. C’est pourquoi 


_ | Ts, ds —0 | n ds=0. 


Or nds est le double de l'aire du triangle OAB (fig. 222); par consé- 
quent, 


| nds=2F, \r,ds=26GF,. 


33. Sur la fig. 223 on a montré un corps à parois minces dont les 
axes principaux centraux sont z, y. Supposons que, en torsion, la 


Fig. 223 
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section se retourne d’un angle o par rapport à un certain point C ayant 
pour coordonnées ze, Ye. Dans ce cas, la génératrice AB (fig. 223) 
se retournera d’un angle 4 = rp/l = r@. Cela provoquera un allonge- 
ment longitudinal égal à 


AR mg te e2% 
ou 
e = r292 
1 0, 


Simultanément avec la rotation par rapport à l'axe longitudinal, 
il peut y avoir un mouvement de rotation réciproque des sections par 
rapport aux axes x et y, ainsi que leur déplacement axial réciproque. 
Cela conduira à l'apparition dans l'expression pour e d’une compo- 
sante supplémentaire dépendant linéairement de x et de y, c'est-à- 
dire que nous aurons 


er + a+br+ y 
+t, par suite, la contrainte sera de | 
C=E(+r6+a+br+cy). a (1) 
La déplanation de la section n'influe pas sur l'allongement e& puisque 


on étudie la torsion non gênée (sur la longueur de la barre, 8 ne chan- 
ge pas). 

Les constantes a, b et c doivent être choisies de telle façon que la 
force normale dans la section ainsi que les moments fléchissants par 
rapport aux axes x et y soient nuls: 


N={odF=0, M,= | oydF=0j M,= | oxdF =0,1 
F F F 
de là, nous obtenons 
2, HA, 62H. 


2F ? 27, ? 2J, ? 
où J,, J, et J, sont les moments d'inertie axiaux et polaire de la 
section; H, et H,, nouvelles caractéristiques géométriques 


H:= | rydF, H,= | r2x dF. 
F F 


a = — 


L'expression (1) prend la forme suivante 


= (DE y). (2) 


Les contraintes © assurent dans la section un moment de torsion 
supplémentaire 


M:= | ovr dF 
F 


ou 


ici, par À on entend une nouvelle caractéristique géométrique 


J H?  H? 
K=|nar tt E. (3) 
F 


Le moment de torsion dans la section est composé du moment 
« ordinaire », créé par les contraintes tangentielles, et du moment 
supplémentaire 


Mi s8G0+ K = + 5860 (1+5-< En ex), (4) 


s étant la longueur de l'arc du contour de la section. 

En remplaçant dans les expressions (2) et (3) r? par (x — x.)? + 
+ (y — y.)?, constatons que les coordonnées zx. et y. ne figurent 
pas dans les expressions donnant o et X. Cela signifie que le pôle C 
peut être choisi arbitrairement et que ce choix ne se fait qu'à partir 
des considérations de commodité. 

Etudions les cas particuliers : 

a) Une bande de section rectangulaire avec pour côtés b et 6 
(fig. 224, a). Dans ce cas, nous aurons 


F=b6, J,=28, H,=H,—0, 


12 
nes b5S 58 
2 nn TS 70. 
K = | Y'OY— TT = 50 
—b/2 
L4 
Ôô 
Z 
b 
Fig. 224 


8—0115 113 


Alors 
EG: b2 1 EL _ hp 
= (—r), Mise (1475 ©). 


Le dernier terme dans l’équation pour M: permet de faire une appré- 
ciation quantitative de l'effet non linéaire. 
b) Un profilé circulaire non fermé (fig. 224, b).] 


F=2nRô, J,=2nR"6, H,—=H,=0, K=0, 
par conséquent, o —=0, 


M:= _ 2xR6°GO. 


Il n'y aura pas dans ce cas d'effet non linéaire. 

34. Au moyen de deux surfaces cylindriques de rayons r et r + dr 
ainsi que de deux sections transversales, prélevons de la barre un 
anneau élémentaire d'épaisseur dz (fig. 225). 

En faisant s’annuler la somme des moments par rapport à l'axe 
z, nous aurons 


( T + TU) 2nr dr — 12? dr = ( t+ tar ) 2x (r + dr)?dz — t21r? dz, 


(ee 
d'où 
0 û : - 


Désignons par v le déplacement d'après la direction de la tan- 
gente à l'arc de cercle (fig. 226). L'angle de cisaillement sur la sur- 


Fig. 225 Fig. 226 


ace cylindrique est, comme d'ordinaire, égal à 


ôv 
HT 
tandis que la contrainte 
ôv 
Pad Co 9 
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L'angle de cisaillement y, dans le plan de lassection transversale 
est égal au rapport des segments BC/AB (fig. 226)..0r, 


C=v++ Tr — v ——— as : AB = dr, 
par — 


Re 
Gr Tr? 
et la contrainte correspondante 
lin @ 
En mettant dans l'équation rh aa (1) tet:f, nous obtenons 
dv 6) 
2 tar Lo @r) ]=0. (4) 


L'on peut, naturellement, supposer que le déplacement v varie 
en fonction de z d'après une courbe du second degré comme dans le 
cas d'une torsion ordinaire, c'est-à-dire 

Ù = Vo + V12 + Lot”, 
iCi Up V1, Va dépendent uniquement de r. L'équation (4), après subs- 


titution de v, se décompose en trois équations suivantes: 
1 d 1 +4 à 1 É 
[+ (or) |] = 2», [= (ur) | = 0, [+ (ar) | =(, (5) 
d’où 
B B 
UP = Ajr+—, Va = Aor + À. 


Enfin, en mettant v, dans le deuxième membre de la première des 
équations (5), nous aurons 


À 
4 
Comme sur l’axe de la barre les déplacements sont nuls, il faut 
poser B, =PB, mn B; = 0. Alors 


v = Aor — 2 r$ + Ayrz + Asr2?, 


Vo = Ar + 2 r$— Bor Inr. 


et d’après les expressions (2) et (3) 
_t=G(414+24u)r, t=G+ A 


Sur l'extrémité frontale de gauche, c'est-à-dire pour z = 0, les 
contraintes tangentielles sont nulles. Par conséquent, À; = 0 
Sur la surface du cylindre (r — d/2), on a t — m/nd, aussi À, = 
— 8m/nd°G et, en définitive, nous obtenons 


_ 16m 4m 2 
Tes ln ten. 


8* 115 


Ainsi, les contraintes + se répartissent selon r et z de façon linéaire, 
ce qui découle aussi de la théorie habituelle de la torsion. Les con- 
traintes t se répartissent le long du rayon d'après une courbe de 
second degré. Le rapport entre les valeurs maximales de + et { sera 


Tmax le 16m d 4m dè —8 La 
— ————— — 1° 


ml — 


tmex nd 2 nd 4 
Par conséquent, pour un cylindre long, la contrainte &,,,, est beau- 
coup plus petite que Taxe 


35. Etudions les conditions d'équilibre d'un élément dx dy dz 
(fig. 227, a). 


d Ty 
TE ds T 
dz ÔT. 
œ 
te 


Fig. 227 


Vu que la somme des projections de toutes les forces sur l'axe z 
est nulle, on a 


Ôt+ PS 0 (1) 


Sur le contour (fig. 227, b) nous aurons la condition à la limite sui- 
vante : 

Ty COS & + Tr SiD = 0 
ou 


ME +, À =0, Ty AZ = — Tr dy. (2) 


Etudions maintenant les intégrales indiquées dans les données 
du problème : 


| | ray dx dy, | | ryz dr dy. 
x X y 


L'intégration par parties de la première expression par rapport à dr 
et de la seconde par rapport à dy donne 


| {rvdray= | [ire E- | AE zdx | y dy, 


v 


Vv 
| | Ty dy dx — | [ Leuy lb — : TH ydy]|zdr, 
X Y 


U 


ñ 
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ce qui conduit aux expressions suivantes 


| | ay de dy = | [TT Eu ay | | De £y dr dy, 
X UV y x 
| | riz dr dy — | leg (tx de — | LT 2y de dy 
x x X 


D'après la condition à la limite (2), nous aurons 
| [rez Fi y dy = — | Tuy li x dx, 
v x 


tandis que la condition d'équilibre (1) donne 


Tr : Ôty 
| | = zy dx d =— | Es xy dx dy. | 
y x X y 
Par fconséquent, nous en arrivons à l'égalité suivante 


| | ray dx dy = — |  x,x dx dy. Le 
e AA & 
x y x 77 
Mais comme 7 
144, 
| | rev drdy— | | rue de dy= M 2; 
j | | À 1% 
De “ 129! 


SSSS 


nous aurons en définitive 7 
A0 
dr dy = Mt 77 
Try T y — 2 ? 27 
ME 
— | Ty dx dy AL. 
x Fig. 228 


Les relations obtenues comportent un certain élément instructif. 
Par exemple, lorsque dans une bande rectangulaire étroite en tor- 
sion (fig. 228) nous négligeons toujours les contraintes T, par rap- 
port aux contraintes t,, c'est tout à fait raisonnable. Mais si lors 
de la détermination du moment de torsion nous avions négligé le 
moment créé par les petites contraintes t,, nous nous serions trom- 
pés exactement de 100 %. En effet, les petites contraintes t, agis- 
sant avec un grand bras de levier y provoquent un moment tout à 
fait analogue à celui créé par les grandes contraintes t, agissant 
avec un petit bras de levier x. 


II. PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES 
DES SECTIONS. FLEXION 


36. Le moment d'inertie centrifuge d’un triangle rectangle par 
rapport aux axes parallèles aux côtés formant l'angle droit et pas- 
sant par leur milieu est égal à zéro (fig. 229). 


URE 


Fig.ÿ229 Fig. 230 


D'après la formule de transformation, trouvons 


b h bh + 
ay = J'avo — 6 5 6°: 
où 
Jr te 0, 
par conséquent, 
1b2h2 


37. Désignons par J,, le moment d'inertie polaire de la figure 
par rapport au centre de gravité de cette dernière’et par J,, le même 


moment par rapport à un certain point arbitraire ayant pour coor- 
données a, b (fig. 230). 


I1 est évident que 


Jp= da + dy = Jet, +(@+bE, 
118 


IT 


a? + b? = —5—e 

Par conséquent, le lieu géométrique des points où les moments 
d'inertie polaires d'une figure plane restent constants, est constitué 
par un ensemble de cercles concentri- 
ques dont le centre se situe dans le 
point © (cf. fig. 230). Le rayon de chacun 
de ces cercles s'obtient au moyen de la 
valeur J,: 


TJ 
rm, 


38. Considérons une certaine section 
plane (fig. 231). Soit x et y les axes 
principaux. Supposons qu'il existe encore 
une paire d'axes principaux u, v ne 
coïncidant pas avec zx, y (l'angle & n'est pas un multiple de x/2). 
Si les axes uw, v sont principaux, J,, = 0. Or, l'on sait que 


JTre—Jyf ï 
Juo = J {008 20 +——"sin 2a 


Fig. 231 


mais puisque Îles axes x, y sont aussi principaux, J',y = 0. Par 
conséquent, 

Jx—Jy 

7" sini2a= 0, 


9 
or, sin 2aÿ-<0, c'est pourquoi 


Je = Ji (1) 


Considérons maintenant une paire arbitrairement choisie d'axes u,, 
v,” "pour lesquels 


Je—J A 
Jun = J'xyhc0s 244 + = — sin 24. 


Il est évident qu'indépendamment de l'angle &, nous aurons Ju = 
— 0, c'est-à-dire que toute paire d’axes z,, v, est principale. 

De cette démonstration découle que pour toute section ayant 
trois axes de symétrie ou plus, tous les axes centraux seront princi- 
paux et le moment d'inertie axial par rapport à tout axe central 
sera toujours le même [cela découle de l'expression (1)]. 

Pareille propriété caractérise, par exemple, les sections repré- 
sentées sur la fig. 232 (carré, triangle équilatéral, hexagone curvi- 
ligne, etc.). 
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Fig. 232 


39. Considérons une section plane ayant pour axes principaux x, y 
(fig. 233). Supposons que le point cherché À a pour coordonnées a, 6. 
Choisissons maintenant a et b de telle 
façon que J,, soit nul pour tout «. 
Etablissons d’abord, d'après la for- 
mule de transfert 


Ju = J,+ 6, 
Ju =Jy+er, Jun = abF. 


Ensuite, d’après la formule pour les 
axes renversés, On aura 


. Je dy, e 
Fig. 233 J'io = Jx,y, COS 2 + —7 sin 2@. 


Pour que J,, soit nul pour n'importe quel angle «, il faut évidem- 
ment que 
Jeu = 0 Jr — Jy, = 0, 
ou bien que 
abF =0, J,—J, = (a — b*)F. 


De la première équation découle que soit a, soit b, soit les deux 
ensemble sont nuls, c'est-à-dire que le point cherché se trouve dans 
tous les cas sur l’un des axes centraux principaux. 

Posons J, > J, et supposons pour commencer que b = 0. Alors, 


Pr A Der: 
x V 
a = + F 


Pour le cas J, > J,, a est une grandeur imaginaire. Pour 
J,=J,, a = 0. 


Supposons maintenant que a = 0. Alors 


RÉ R 


Pour J, > J,, b est réel. Pour J, = J,, b = 0. 
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Ainsi, nous aurons quatre points cherchés avec les coordonnées : 


1) + VE b--0; 


RE 
4) a=0, Te us 


Les points situés sur l'axe de moment d'inertie minimal sont 
imaginaires. Les points situés sur 
l'axe de moment d'inertie maximal 
sont réels. Dans le cas où les mo- 
ments d'inertie principaux sont égaux 
(J,. =J,), tous les quatre points 
sont réels et sont situés au centre 
de gravité. Tous les axes passant par 
le centre de gravité seront alors prin- 2c 
cipaux (cercle, carré, triangle équila- Fig. 234 
téral, etc.). 

En guise d'exemple, considérons un rectangle de côtés c et 2c 
(fig. 234): 


2c:c3 c-(2c)S 
eg =, 


F = 2c2. 
Les coordonnées des points réels “HE seront 


VE FAC == 
b= + +. 


Ces points (À) sont marqués sur la 234. Tous les axes passant 
par ces points seront principaux. 

40. S'il n'y a pas de contraintes dans la couche neutre OO, l'on 
pourra bien sûr scinder la poutre en deux parties sans que les défor- 
mations et les contraintes y subissent une quelconque altération; 
mais pour cela, il est indispensable de conserver les mêmes condi- 
tions d'application des efforts sur les extrémités de la poutre. C'est 
que, lorsque nous dessinons un moment sur les extrémités d’une 
poutre (comme on l’a fait, par exemple, sur la fig. 37), cela veut 
tout simplement dire que sur l’extrémité de la poutre, le moment 
résultant de l’action des contraintes est égal à M. Faisant cela, 
on évite ordinairement d'indiquer la loi de distribution sur l’extré- 
mité même des contraintes se trouvant à l’origine de ce moment M. 
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Au reste, cela importe peu. De quelle façon que nous appliquions 
les charges, ces contraintes s’aplanissent assez vite au fur et à mesure 
que l’on s'éloigne de l'extrémité de la poutre et la loi de distribu- 
tion prend la forme d'une fonction linéaire bien connue. 

" “Sur la fig. 235 on a montré le changement progressif de la forme 
du diagramme des contraintes normales de l'extrémité de la poutre 


Fig. 235 


jusqu’à son milieu. A l'extrémité de la poutre on a, en guise d'exem- 
ple, adopté arbitrairement une loi de distribution des contraintes 
par gradins. L'’aplanissement a lieu sur un très court intervalle de 
la poutre, mais sur cet intervalle, dans la couche neutre OO agis- 
sent des contraintes tangentielles assez grandes. 

Ici le problème est posé dans la forme où la façon dont les con- 
traintes sont distribuées sur l'extrémité de la poutre dans l’un et 
l’autre cas n'est plus sans importance. La première variante de la 
poutre (fig. 37) suppose que les contraintes sur] l'extrémité sont 


Fig. 236 


distribuées selon une loi (fig. 236, a et b) ; la seconde variante (fig. 38), 
d'après une autre (fig. 236, c et d). 

Si nous parvenons à assurer que la loi de distribution des con- 
traintes sur l'extrémité de la poutre scindée soit également linéaire, 
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comme dans le cas d’une poutre entière (fig. 236, c), il sera possible 
de diviser la poutre en deux parties sans perturber son régime de 


(EN 


travail. Techniquement, il n'est pas difficile de réaliser cela: il 
suffit, par exemple, d'assurer un encastrement rigide des deux 
parties scindées aux extrémités de la poutre (fig. 237). 

41. T] s’agit du problème appelé le problème de Parent *). Comme 


b1 + hk? == 4R3,; 
le module de résistance d'une section transversale rectangulaire par 
rapport à l'axe x (fig. 238) sera 
bh? b, 
Wem--= Tr (4aR— 0). 
Cette valeur sera maximale pour b = 2R/V 3 et, par conséquent, 
pour À =bV2 


Parent lui-même a fourni la réponse dans une forme commode 
pour un ouvrier travaillant à la hoche. Il faut diviser le diamètre 


Fig. 238 Fig. 239 


du cercle (fig. 239) en trois parties et des points B et C lever des 
perpendiculaires jusqu’à l'intersection avec le cercle. Le rectangle 
AEDF est la section de la poutre cherchée. 

42. Pour que l'axe neutre du diagramme total des contraintes © 
passe par le centre de gravité de la coupe 7 — J, la force doit passer 
par le centre de la courbure, c’est-à-dire x = (0. 


*) Savant français (1666-1716). 
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Les contraintes de flexion dans une poutre de grande courbure 
se déterminent par la formule suivante 
My 
Fe(r+y) ? 
où rest la distance du centre de la courbure à l'axe neutre et e, la 
distance de l’axe neutre jusqu’au centre de gravité. Dans notre cas, 
M = P(r+e<+ x). Au centre de gravité, c'est-à-dire pour y =e 
… P(r+e+z)e . 
Fe(r+e) 
Par hypothèse, la somme algébrique de cette contrainte et de la 
contrainte de traction doit être nulle: 
_P(r+e+z) , P 
F(r+e) ain F =0, 


On= — 


Of1 = 


d'où nous tirons 


T = 0: 
43. L'expression (1) découle de l'équation différentielle 
Mn 
y” 7 "ET , 


obtenue de l’expression (2) dans la supposition que les déplacements 
de la poutre sont petits: 

1 … y” at 

TENTE 
Par conséquent, strictement parlant, en flexion pure la poutre 
s’incurve selon un arc de cercle qui, dans les limites des petits dépla- 
cements, peut être avec une très grande précision représenté par une 
parabole carrée. 

&4. La forme d'un ski préalablement incurvé doit être la même 

que celle qui sera imprimée à un ski droit par une charge uniformé- 
ment distribuée (fig. 240). Dans ce cas, la fonction cherchée y est 


_P 
4 LL. FL 


Fig. 240 
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donnée par l'équation >: 
EJy" = M1 (1) 


avec pour conditions aux limites 


Yx0 = 0, Yxæml = 0. 


Entre la rigidité EJ et x existe une dépendance assez compliquée. 
C'est pourquoi l’on procédera à l'intégration de l'équation (1) 
graphiquement. 

Examinons un exemple. Les skis de montagne comportent une 
section variable sur leur longueur (cf. fig. 241). Traçons le graphe 
de variation du moment d'inertie J le long du ski (fig. 241, a). 
Ensuite, en posant pour le bois £ = 10° kgf/cm° et en considérant 
que la charge appliquée sur le ski est égale à P — 60 kgf, traçons, 
d’après les fig. 240 et 241, la courbe de variation de la courbure 
MIEJ (fig. 241, b). 

Intégrant deux fois cette courbe, obtenons une courbe 


X x 


° { M dx 
| | EJ 
0 


0 


représentée sur la fig. 241, c. Les ordonnées comprises entre cette 
courbe et la droite OA donnent la fonction cherchée y satisfaisant 
aux conditions aux limites. 

Sur la fig. 241, d cette courbe est portée sur l'axe horizontal et, 
avec cela, il a été obtenu 


Ymax = 6 mm. 


Lorsqu'on a affaire à une plus grande incurvation de départ, 
comme c'est habituellement le cas en pratique, la pression exercée 
sur la neige sera plus grande aux extrémités du ski qu’au milieu. 
S'il s'agit de skier sur une neige dure, cela garantit une meilleure 
maniabilité ainsi qu’une stabilité dans la marche. Cependant, si 
Ymax devient trop grand, cela ne fait qu’empirer les conditions de 
glissement. 

45. Appliquons dans le point À une force unitaire et multiplions 
l'épure unitaire avec celle de la force donnée (fig. 242). 

Pour que 6, soit nul, il faut que le centre de gravité de l’épure 
unitaire (c. gr.) coïncide avec le point zéro de l’épure donnée (fig. 242). 
Il est évident que x — 1/31. 

46. Avec la condition imposée, le déplacement du point À dans 
une direction perpendiculaire à la ligne d'action de la force est égal 
à zéro. De cette condition on détermine aussi l’angle &. 

Appliquons dans le point À une force unitaire perpendiculaire 
à P et dessinons ensuite les épures des moments fléchissants (fig. 243). 
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Multiplions ces épures entre elles et faisons s’annuler le déplacement 
obtenu; de là nous obtenons 


n étant un nombre entier quelconque. 


Fig. 242 


&7. a). Le point À (fig. 45, a) se déplacera en haut de PS/6EJ. 
. b) Le point À (fig. 45, b) se déplacera à”droitei de PR*/2EJ 
PRS x 
et en haut de + (1 —+). 
c) Le point À (fig. 45, c) se déplacera en haut de PX/6EJ 
et à droite de PIS/EJ. 


Fig. 243 


E Cd) Pour ce qui est de la fig. 45, d il est impossible dedonner 
une réponse à la question posée tant qu'on n'aura pas assuré des 
liaisons excluant le déplacement du portique comme un tout rigide. 


Le déplacement du point À (fig. 244) changera en fonction de la 
nature de ces liaisons. 
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Conformément aux liaisons indiquées, nous aurons, par exemple : 

dans le premier cas — à droite, de PF/AGEJ ; 

dans le second cas — à droite, de P{/8EJ ; 

dans le troisième cas — à droite, de 3P/F/16EJ et, en bas, de 
PP/4EJ. 


48. Cf. fig. 245. 

49. La barre AB est comprimée. Pour s’en convaincre, il faut 
lever l’hyperstaticité du portique. Les efforts dans l'articulation 
(fig. 246) seront 


1 48 Ds 
Xi — 55 P, X2= 55 Pa 


50. La résultante de la force P et de la réaction de l’appui de 
droite passe par le point d’inflexion de la déformée de la barre 
(£ig. 247). De cette condition, on détermine la réaction À. Les réac- 
tions restantes s’obtiennent des équations d'équilibre : 


A=P, B=R, M = Ra 


51. Le déplacement dans le point d'application de chacune des 
forces P (fig. 248) se détermine par la méthode habituelle et a la 
valeur suivante 


(Be) a (Se) 4e (He) et] 
avec à —= a/R. 


Le déplacement 6 atteint sa valeur la plus petite pour &« = 0,148. 
52. Les déplacements du point À seront pour les trois portiques : 


Pas Pas | n—3 , 2 
= 3pre Ôn=— GT; TE; 


Pas V 2 1 1. 
Sn = (27 +57): 
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Fig. 245 


9—0115 


Pour une poutre de section circulaire, c'est-à-dire pour EJ/GJ, — 
= 4,3, nous aurons 


Ôrr = 1,130r; Orrr — 1, 7281. 
Ainsi, le portique I est le plus rigide. 


Fig. 246 


Fig. 248 


53. Si dans un anneau fermé est pratiquée une articulation, la 
rigidité de cet anneau ne peut que diminuer. Dans le cas extrême, 
elle restera égale à la rigidité de l'anneau fermé. Ceci aura lieu 
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dans le seul cas où l'articulation se retrouve dans le point même où le 
moment fléchissant de l'anneau fermé est nul (fig. 249). 


, 9 
L’angle cherché est égal à arcsin =. 


4 


Fig. 249 Fig. 250 


54. Le problème proposé peut être résolu de deux façons. 

La première méthode, valable aussi pour les ressorts dotés d'un 
grand angle d'élévation des spires, consiste en ceci que le ressort 
est considéré comme une poutre tridimensionnelle. Les déplacements 
se déterminent par la méthode de Mohr. Avec cela, la difficulté 
principale réside dans le caractère compliqué des relations géométri- 
ques. 

La seconde méthode, simplifiée, dont nous nous <ervirons ici, 
consiste en ceci que le ressort est remplacé par une certaine poutre 
droite qui lui est équivalente. La rigidité en flexion de cette poutre 
se calcule en fonction de l'écartement réciproque des spires (fig. 250,a). 
Outre les déplacements de flexion, la poutre se caractérise par des 
déplacements sensibles de cisaillement dans un plan vertical 
(fig. 250, b). 

Pour déterminer la rigidité en flexion et en cisaillement de la 
poutre équivalente, examinons une spire du ressort en supposant 
que l'angle d’élévation est nul. Divisons la spire au moyen de sec- 
Lions situées dans un plan vertical (fig. 251, a). Dans les sections 
situées aux abouts de la spire, on aura des moments M et des for- 
ces Q. Leurs valeurs se déterminent facilement des conditions d'équi- 
libre de la partie découpée du ressort. Le moment M est à l'origine 
d'un angle de virage réciproque des sections égal à Ÿ (fig. 251, b), 
dont la valeur est donnée par l'intégrale de Mohr 


ÿs= jumens | MH 


0 
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ici, les moments fléchissant et de torsion, comme on le voit sur la 


fig. 251,c, sont égaux à 
Mi=M cos@ et Mn—Msino. 


Les moments créés par des facteurs unitaires auront des valeurs 


Fig. 251 


correspondantes 
Miu—=cosp, Mi = sin. 


Après intégration, nous obtenons 


MaD 1 1 
Dee (5: +77) 


ou 


32M D 
Edà (2 e u). 


Comme cela découle de la fig. 250, a, 1/0 = 8/h, h étant l'espa- 
cement des spires du ressort. Si le nombre de spires est égal à n, 
nous aurons À — l/n. Alors, 


Ÿ = 


où 
M 
Edil k 
32Dn (2+4) 


= 
p 
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La grandeur 
Edil 
32Dn (2+b) 
peut être considérée comme la rigidité en flexion de la poutre équi- 
valente. Désignons-la par C1]: 


Ed 

FD Cp = CN (1) 
| M 
Pc @ 


Les déplacements de cisaillement sont dus à la flexion de la 
spire dans son plan (fig. 251, d). Il est évident que 


2x 
_—— | MrMt1R dq 
= EJ 
0 


« 


où 
Mn=—ORsinq, WMiu—Rsinç. 


Après intégration, nous obtenons 


_ QDÿx 
HSE 
Le déplacement angulaire supplémentaire sera 
LR 
DU= mp 
SD3n 
On peut écrire cette expression sous la forme suivante 
x _ _Q 
ne Cas ” (8) 
dans laquelle 
Edil 
Ces — 8DSn ‘ (4) 
Le fléchissement du ressort sous l’action des forces transversales 
sera égal à 
Î = fr + Jois- 


Dans le cas étudié d’une poutre encastrée à l’une de ses extrémités, 


le déplacement de flexion est égal à 
PI 
În= 57: 
ici, à la valeur EJ doit être substituée C1. 
Le déplacement de cisaillement sera 


PI 
fes = AL — Cite : 


Ainsi, _ : 
Î= 3Cf1 ma Ceis 
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Les valeurs de C1 et Cois se déterminent par les expressions (1) 
et (4). Le problème concernant d’autres formes de chargement se 
résout d’une façon analogue. 

95. Le centre de gravité du ressort doit coïncider avec l'axe du 
balancier. 

Après avoir détaché la plaque, étudions la partie intérieure du 
ressort (fig. 252). Opérons une section À et appliquons-y un moment 
fléchissant M, une force norma- 
le N ainsi qu'un effort tran- 


7) chant ©. Ces mêmes efforts agi- 
ront aussi sur la plaque. 

,, Dans le point B ayant pour 

coordonnées x, y le moment flé- 

" M chissant créé par ces efforts 


sera évidemment M;, = M + 

+ Qy + N (rs — x), r, étant le 
rayon de la plaque. 

Fire. 252 Si la plaque se retourne d'un 

For petit angle o contre les aiguilles 

d'une montre, la section À se 

retourne aussi de l'angle @. En plus de cela, elle se déplacera d’une 

valeur r, sur l'axe y. Quant à son déplacement sur l'axe x, il sera, 

pour de petits déplacements, d’une valeur d’un ordre plus grand de 

petitesse. Exprimons les déplacements par intégrales par l’inter- 

médiaire des moments fléchissants : 


T | Ma Mim ds = , 


4 
Tf | MM ds- = rpŸ; 


1 
77 | MnMigds =0, 


OÙ Mu, Min et M,o sont les moments fléchissants créés par les 
efforts unitaires correspondant au moment Me et efforts NW et Q, 
c'est-à-dire Minr = 1, Min = rn —7, Mio 

L'intégration s ‘étend sur la longueur d He le ressort. Par 
conséquent, nous aurons 


\ | LM + Qu+N (ro— 2) ds = EJg, 
[AL + Qy+N (rs—2)](r,— x) ds = EJr,®, 


LM + Qu+N (5 — x) y ds =0, 


nt”, nt ts 
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ou, après intégration : 
Mi+ QSx+ N (rl —5,) = ET ®, 
M (rnl—S y) + Q (rnS x — J'y) + N (r5l— 2798 y + J'y) = EJrpP, 
MS et QI + N (rhS x — J'en) = Vs 


J  — | y ds, J'y = | zy ds, Jy— | x? ds, 
s S 8 

l'est la longueur de la bande. Posons Q = N = 0. Nous aurons 
alors: Mi = Efœ et S, = S, — 0. Cette dernière condition signi- 
fie que les axes x et y doivent passer par le centre de gravité du 
ressort. 

Puisque le centre de gravité de la spirale d’Archimède, telle 
est la forme du ressort en question, ne coïncide pas avec le centre 


Fig. 253 


de rotation de la plaque, dans l’industrie horlogère, dans le but 
d'observer la condition indiquée, on a recours à un dispositif du 
ressort du balancier doté d’une extrémité externe repliée. Sur la 
fig. 253 on a montré les types de tels ressorts. 

56. La question principale qui se pose lorsqu'on résout ce pro- 
blème est de découvrir le caractère de contact des plaques du ressort. 

Supposons que les plaques reliées contactent dans un point situé 
au bout de la plus petite plaque ; supposons, en outre, qu'elles con- 
tactent dans un point de liaison dans lequel le déplacement vertical 
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et l'angle de rotation sont respectivement ‘égaux pour les deux 
plaques. Le schéma correspondant des efforts est montré sur la 
fig. 254, a. Pour des plaques non reliées, X, = 0, X, = 0 


À 


j _. 
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) © b © 
21 f 
; / 
p | 
| ! 


a 


@) 


Fig. 254 


Multipliant entre elles les épures unitaires des moments 
(fig. 254, b), nous obtenons 


EJôn= EJôn=e El, EJis = 31? ; 
EJôn = +, EJ6: = 2, EJ ô3s = 21 ; 


Eôiy=— PP, Efôop= —+ PP, Elôp= —+ PP. 
En résolvant les équations de la méthode des forces 
16 5) 14 
3 Ait Xal+ 3Xs=— 7 Pl, 


EL XU+EXd+ Xs=< PL, 


3 
3X1+ Xal+ 2X3 = © PI 
trouvons 
Nip Nez ep + PI 
LT 2. ’ 2 4 ‘ ST 4 
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Pour des plaques non reliées 
Xi=P, X:=0. X3=0. 


Sur la fig. 254, c les lignes continues’ montrent les épures résul- 
tantes pour des plaques reliées, tandis que les pointillés montrent 
ces mêmes épures pour des plaques libres. 

Maintenant, il faut vérifier la véracité de la supposition faite 
quant à la nature du contact des plaques. Examinons d'abord les 
épures en pointillé (fig. 254, c). Le moment fléchissant et, par consé- 
quent, l'incurvation de la plaque inférieure dans la zone d'’encastre- 
ment sont plus grands que l’incurvation de la plaque supérieure. 
Cela signifie que la déformée de la plaque inférieure se situera plus 
bas que la déformée de la plaque supérieure, ce qui correspond à la 
supposition faite. 

Pour des plaques reliées, les épures sont exactement identiques 
sur la première tranche. Par conséquent, ici aura lieu un contact 
total sans action réciproque des forces, ce qui également ne contredit 
pas la supposition faite. Sur la deuxième tranche, la déformée de la 
plaque inférieure passe plus bas que la déformée de la plaque supérieure. 

Ainsi, la supposition faite quant à la nature du contact entre 
les plaques se trouve confirmée par le résultat obtenu. 

Le déplacement du point d'application des forces P se détermine 
en multipliant l’épure résultante de la plaque supérieure par l’épure 
unitaire, et est égal à: 118 PE/24 EJ, pour les plaques non reliées ; 
445 PF/24 EJ, pour les plaques reliées. 

Le fait de relier les plaques a diminué le moment fléchissant 
maximal de 7/4 PI à 6/4 PI. 

57. Examinons la moitié droite du ressort en supposant que les 
plaques contactent dans les points À et B (fig. 255, a). 
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Déterminons les forces X, et X, des équations de la méthode 
des forces : 


(0. + O2X 2 = —Vip; Oe1X1 + 0roX 2 a. —Vap. (1) 


Les coefficients Ô11, Ô19 Ô22 Ô1p et ÔP Se déterminent en multi- 
pliant les épures entre elles (fig. 234, b): 


Elôu=2t, Elôn=—+l, 
2 K] 
EJôs =, 
14 
ET; = = PES Ô2p = 0. 


Maintenant, des équations (1), trouvons . et X,: 


112 
103 ? X2= 1 a P- 


Les épures résultantes des moments fléchissants sont montrées 
sur la fig. 256. 

De l'examen de ces épures, il ressort que le moment fléchissant 
dans le lieu d'encastrement et, par conséquent, l’incurvation de la 
première plaque sont plus grands 
que l’incurvation de la seconde 
LE pré __ plaque. Cela signifie que la défor- 


(08252) UNE mée de la deuxième plaque doit, 


dans ces conditions, se situer plus 


X 1 — 


Dr PLS haut que la déformée de la premiè- 
38155) re plaque. Cela cependant ne peut 
avoir lieu. Par conséquent, la sup- 
position faite plus haut quant à la 
PI nature du contact entre les plaques 


est fausse, et le schéma de calcul 
Fig. 256 doit être modifié. | 

Supposons maintenant que la 

première et la deuxième plaque 

contactent en deux points: comme auparavant, dans le point À et, 

de plus, dans un point C situé à une certaine distance a de l'encastre- 

ment (fig. 257). 

Ajoutant aux épures de la fig. 255, b l’épure unitaire correspon- 

dant aux forces X, (fig. 258), déterminons les coefficients des équa- 
tions de la méthode des forces: 


46 5 ” 
EJ6 0 EJô= —+l, EJ 6,3 — a? (21 +), 
2 fa2 2 
14 2 
EJGip = —< PE, Op =0, ET 6» = —+(3—-+) P 
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(l'on suppose que a<l). Dans ce cas le système des équations 
prend la forme suivante: 


32X1—5X, +2a2(6— a) X, —28P, 
_— 5X4+ 4X2—@2(3 — @) X3=0, 
2(6— à) Xi—(3—a) X,+4aX,=(9 — a) P 


avec & —=a/l. Résolvons ces équations par rapport à X,, X, et X;: 


Fig. 257 Fig. 258 


trouvons 
X1= 7 (448— 5490 + 22807 — 31a5), 
X2= + (560 — 684a + 2707 — 34a%), 
X3=—+(3—19a), À = 412 —504a + 204a7 — 28a. 


La valeur de a (et, par conséquent, de &) se détermine de la 
condition d'égalité des angles de rotation de la première et de la 
seconde plaque dans le point C. 


Appliquant dans ce point un moment unitaire (fig. 259) et multi- 
pliant entre elles les épures correspondantes, nous obtenons 


a (31—+) P—a (2—5+)x-SXx,= 


= (2—5) X,—a (1—+) X2+ + X3, 
2(4—a)X,—(2— a) X,+2aX;—=(6 —«) P. 


En mettant dans ces équations les valeurs de X,, X, et X. obtenues, 
on a 


3a3 — 150? + 19œ — 1 = 0; 


de là &« = 0,054993 1. Si & était plus grand que 1, il aurait fallu 
répéter le calcul en supposant a > L. 
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Fig. 259 Fig. 260 


Pour la valeur de « trouvée, déterminons X,, X, et X,: 
X, = 1,0873P, X,: = 1,3593P, X, = 0,09237P. 


Remarquons que pour le rapport donné des longueurs des plaques, 
les forces X, et X, ne diffèrent presque pas de celles obtenues aupa- 
ravant. 

Construisons de nouveau les épures des moments fléchissants 
(fig. 260). 

De l'examen de ces épures il ressort que l’incurvation de la 
deuxième plaque dans la zone d'encastrement est plus grande que 
celle de la première tandis que l’incurvation de la troisième plaque 
est plus grande que celle de la deuxième. Conformément à cela, la 
déformée de chaque plaque successive se situera plus bas que la 
déformée de la plaque précédente. Ainsi, la supposition faite quant 
à la nature du contact des plaques se trouve confirmée. 

Le moment fléchissant de calcul est égal à M1" — 1,36P1; 
il agit dans la zone d'encastrement de la plaque inférieure. 

L'aplatissement du ressort déterminé par le déplacement de 
l'extrémité de \a première plaque est égal à 


EJS =9P# — À XP —+Xa? (DI— a), 
d'où 
pu 
5 = 3,926. 


58. Supposons que sur un certain intervalle on impose au ressort 
la forme d’un pistolet à dessin. Pour cela, il faut évidemment appli- 
quer aux extrémités de cet intervalle certains efforts et moments 
et, dans les points intermédiaires, une charge distribuée d'intensité g. 

Des propriétés de la déformée on sait que 


qg (x) = EJya, 
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Dans cette équation, si la charge distribuée est dirigée vers le haut, 
l'on convient que q (x) > 0. 

Ceci étant dit, il devient assez évident que pour ylV > 0 le 
ressort ne touche pas le pistolet à dessin et pour ylV << 0, colle sur 
lui. Si ylV = 0 (le pistolet à dessin se présente comme la courbe 
d’une fonction exponentielle d’une puissance ne dépassant pas le 
troisième degré), le ressort collera compactement sur certain inter- 
valle du pistolet à dessin sans pour autant exercer une pression sur 
lui. À l'extrémité de cet intervalle apparaîtra une certaine force 
concentrée P, (fig. 261). éd 


Courbe dy seconde ou 
du troisieme degre 


e g(Z)" 0 | A 


Fig. 261 Fig. 262 


59. Après application de la force P,, la partie gauche de la poutre 
se soulèvera sur une certaine longueur a (fig. 262). La partie de 
droite continuera à reposer sur l’assise et restera droite. Par consé- 
quent, dans toutes les sections de la branche droite, le moment flé- 
chissant sera nul. En particulier, il le sera aussi dans la section x = a. 

De cette condition se détermine la longueur de l'intervalle a, 
c'est-à-dire (voir fig. 262) 


P «a? __2P: 
Pa=-——, a=— 1 


De la condition d'égalité à zéro de la somme des projections de 
toutes les forces sur l’axe vertical il découle que dans le point x = a 
l’assise rigide donne une réaction égale à P, (fig. 262). 

Pour un tel système de forces, on peut considérer la partie de 
gauche pendante de la poutre comme une poutre à l'appui libre de 
longueur a, sollicitée par une charge uniformément répartie d’inten- 
sité P/I. Le moment fléchissant sera maximal au milieu de la bran- 
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che pendante et égal à 


Pour P, = P/3, nous obtenons: 


PI PI 


M max — 48? Omax  eW 


2 
a = FT [. 

Le fait le plus intéressant et le plus instructif dans le problème 
étudié ainsi<que d’ailleurs dans tous les problèmes où il s’agit de 
contact entre une poutre flexible et une assise rigide, réside dans 
l'apparition d’une force concentrée P, à l'extrémité de la ligne de 
contact. 

A première vue, l’apparition d’une telle force est quelque peu 
inattendue malgré que, formellement. son existence se trouve en 
parfait accord avec les équations d'équilibre et de déformation. 
L'apparition de cette force est conditionnée par le choix du diagram- 
me de calcul. Lors de la résolution du problème, on n’avait examiné 
que la rigidité en flexion de la poutre en supposant qu'il n’y avait 
pas de déformations de cisaillement dans les sections transversales. 
La prise en considération de ces déformations suffit déjà pour décou- 
vrir que la schématisation des forces de contact sous forme de charge 
répartie et de force concentrée P,, est une approximation. Avec 
cela, on n’a même pas besoin d'accorder de l'importance au fait 
qu'à la suite d'une compression subie par la poutre dans une direc- 
tion transversale (comme dans tous les problèmes de contact ordi- 
paires) la force P, sera répartie sur une certaine surface limitée. 

Examinons les déformations de cisaillement dans la poutre. 

La courbure de la poutre due au moment fléchissant se détermine 
par la valeur 


De 
p LR e 


Si l’on désigne par yQ les flexions dues au cisaillement, nous aurons 
pour n'importe quelle section un angle d'inclinaison supplémentaire 
de la déformée, égal à 


, kQ 
1e — Gr | 


k étant un coefficient numérique dépendant de la forme de la section 
transversale de la poutre. Pour un rectangle par exemple, k# = 6/5, 
pour un cercle, 4 — 10/9 etc. Ainsi, nous aurons 


n _ M _KkQ" 
Ÿ = ET Gr" 


Le signe moins devant kQ'/GF a été mis pour cette raison-ci que, 
pour des valeurs positives de M et ©, ces deux derniers facteurs 
donnent un changement de courbure de signe différent (fig. 263). 
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Comme Q = dM/dx, l'équation différentielle obtenue plus haut 
prend la forme suivante 
M kM" 


= Gr: (1) 
Dans le problème étudié, pour xr<a, 
MPa, M'= 2. (2) 
Conformément à l'équation (1), nous obtenons y”— — Tr X 
x [Pis 4, d'où 
= [n$- FA ] ter à F+Cir+ Ca (3} 


La constante C. ne présente aucun intérêt. Elle peut facilement 
être choisie de telle façon que, pour x = a, le déplacement y soit. 


Fig. 263 


nul. Pour ce qui est de la constante C,, pour la déterminer il faut 
remplir une condition particulière de jonction avec la seconde bran- 
che sur laquelle l’incurvation est nulle. Par conséquent, selon (1) 


n 9 “ GF 
M'—aœM —0, où aœ?-- EJi" (4) 
d'où 
M == Cash ax + C,ch ax. (9) 


Siz=a, M = P,a — Pa*/2l; si x — 1, M = 0. De ces condi- 
tions déterminons les constantes arbitraires C, et C.: 


Pa? \ sha(l—7z) 
M = (Po) - (6) 


I1 faut ensuite exiger que, en jonction, l'angle de rotation de la 
section de contact soit le même. Or, cet angle 6 diffère d’une valeur 
égale à kQ/GF de l’angle de pente de la tangente à la déformée, 
c'est-à-dire 


By +. 
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Déterminons pour la partie gauche de la poutre l’angle 6 pour 
x = a. Pour cela, utilisons l'expression (3). Nous aurons 


Si 7 (P: _. 7) +re tit a (P—< +). 


Pour la partie droite de la poutre, y’ = 0. C’est pourquoi l'angle 8 
ne comporte que la composante de cisaillement. De l'équation (6) 
nous obtenons 


0 a (Pia =) cth æ (1— a). 
Posant les angles 6 égaux, nous trouvons 
2 Pa kP 
Cr (lt) —0r— 67 (Per) ctha(— 0). 


Il ne reste plus qu'à vérifier si la déformée de la branche de 
gauche satisfait à la condition de non-intersection avec la surface 
d'appui. Le fait est que, quand il y a cisaillement, la déformée de la 
poutre présente une discontinuité dans le point d'application des 
charges concentrées. Mais jusqu’à présent nous ne savons pas si une 
force concentrée apparaît ou non dans la zone de contact. Si une 
telle force apparaît et est dirigée vers le haut (or, elle ne peut qu'être 
dirigée en haut), la pointe de la cassure sera elle aussi dirigée vers 
le haut, et la déformée de la branche de gauche de la poutre coupera 
la surface d'appui. Tout dépend du signe de y’ au voisinage du point 
de jonction. Ainsi, il faut remplir la condition : y < 0 pour x = a. 

Tenant compte de la valeur obtenue de C, et moyennant l’'ex- 
pression (3), on a 


Vino [P+-—P,—al+(P,—-<+P+)chal(i-#)]. 


Il apparaît que pour P, — P/3 et avec la valeur de a trouvée 
auparavant a = 2/3 1, la dérivée de y est positive et la déformée 
coupe la surface d'appui. On peut, en diminuant la valeur de a, 
obtenir une valeur négative de y’. Dans ce cas, la déformée dans 
le point de jonction aura une cassure dont la pointe sera dirigée 
en bas. Or, cela signifie que pourxz = a les forces de réaction com- 
portent une composante concentrée dirigée en bas, ce qui est im pos- 
sible dans le cas de liaisons unidirectionnelles. [1 ne reste qu'une 
seule possibilité: prendre y’ égal à zéro pour x = a et, de cette 
condition, déterminer a. 

Par conséquent, 


P: 1 a 

2 

Ford | 
thal (1-7) 
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D'après les données du problème, P.,/P — 1/3, c'est pourquoi 


1 1 a 
1 a a 3 21 
3 l l a 


De cette équation transcendante on détermine a/l pour une valeur 
donnée de 


Si al = o, c'est-à-dire si la poutre ne connaît pas de déforma- 
tions de cisaillement, de (7) trouvons a/l — 2/3, ce qui avait été 
obtenu auparavant. Pour &l = 50, obtenons: a/l — 0,646, et pour 
al — 10, nous aurons: a/l — 0,58. 

Déterminons maintenant la charge distribuée q agissant sur la 
seconde branche de la poutre (q est la différence entre la réaction 
répartie de l’assise et le poids propre P/l). De (5), nous obtenons 

_ngr__ P a P, 1 a\ sha(l—7z) 
g=M'= rer (DT) 
Pour x — L q = 0, c'est-à-dire la réaction d'appui de l’assise est 
égale au poids de la poutre par unité de longueur. Pour x = a, 
nous aurons 


Avec l'augmentation de «!, c'est-à-dire de la rigidité en cisaillement, 
ga tend vers l'infini et, à la limite, pour &! = œ, dans le point 
z — «a, nous obtenons une force concentrée. 

Sur la fig. 264 on a montré comment change la loi de répartition 
des réactions d'appui en fonction de l'accroissement de al. 
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Il est curieux de remarquer que les déplacements de cisaillement 
dans la poutre ont perturbé la distribution des efforts de contact 
non seulement dans la zone de transition, mais encore au-delà de 
celle-ci. Maintenant une force concentrée de réaction apparaît à 
l'extrémité droite de la poutre. Dérivant l'expression (6), nous obte- 
nons, en posant x = Î, l'effort tranchant: 

a 1 a 
Qi = —+ (PPS 


Cette expression permet d'élucider le rôle des déplacements de 
cisaillement comme moyen de propagation des déformations le long 
d'une poutre droite. Avec l’aug- 


Ê mentation de la rigidité en ci- 
Al 4 7 saillement la force Q, diminue 

2) 2) rapidement. 
| 60. Examinons d'abord les 
MR. ES sd conditions de contact entre la 
AIN SK poutre et l’assise rigide dans le 
V N cas où il y a un petit interstice 


(fig. 265). 

Soit A la valeur de cet inter- 
stice. Dans sa partie gauche, la 
poutre restera droite et collera 

Fig. 265 compactement sur la surface su- 

périeure du trou. Dans le point 

où la poutre se détache de cette surface apparaît une réaction À — 
— Pl/a. La valeur du bras de levier a reste jusqu'ici indéterminée. 

A l'endroit où la poutre sort du trou apparaît une réaction B 
dirigée, s’il n°y a pas de forces de frottement, selon la normale à la 
surface de la poutre. Comme l’angle de déviation de cette force par 
rapport à la verticale est petit, on aura 


B=P+A4=P(1+—). 


Prenons le point O pour le point zéro des déplacements. Pour x = a, 
le déplacement vertical de la poutre A est égal à: 


2 Pl 
6EJ — 6EJ? 


d’où 


EE 6EJA 
a = 2 


Trouvons l'angle de rotation 0: 


Aa? 1 
0— 2EJ — 2 _ +764. 

Avec la diminution de l’interstice A l'angle 8 et la grandeur a 
tendent vers zéro, tandis que les forces À et B augmentent indéfi- 
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niment. Il est intéressant de voir comment change avec cela la com- 
posante horizontale de la force B: 


go=P(1++)+ PGA. 


P [ PE PI 
Bo= + (E7+)/ 2764). 
Comme on voit, lorsque À —+ 0, la composante horizontale de la 
force B tend vers une limite définie 


ou 


C'est cette valeur de la force que montrera le dynamomètre. 

61. Lorsqu'un cylindre est revêtu d’un anneau, ce dernier ne va 
pas coller sur le cylindre sur tout le pourtour. Sur les tranches 4B, 
l’anneau ne touchera pas le cylindre et ce n'est que sur la tranche BB 
(fig. 266) qu'il y aura un contact serré. 


Fig. 266 


Du côté du cylindre, des efforts Q, agissent sur les extrémités À. 
Dans les points B agissent des efforts Q.. La nature de ces efforts 
est exactement la même que dans le problème 59. 

Dans la zone de contact serré, on peut se représenter une charge 
uniformément répartie d'intensité q. Si, en sélectionnant les forces 
Q:, Q:, get l'angle « on parvient à satisfaire à toutes les conditions 
de déformation de l'anneau, on aura par là même démontré la justesse 
du schéma qu'on a adopté pour les efforts. 

Comme, par hypothèse, la tranche BB colle compactement sur 
le cylindre, la courbure de l'anneau y sera évidemment égale à une 
valeur constante 2/D. La variation de la courbure 


2 2 24 
D—=A D D? 


sera aussi une valeur constante. Le moment fléchissant sur cette 
même tranche BB sera 


M Bn SEp ee. 
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EJ étant la rigidité en flexion de l'anneau. Par conséquent, les 
forces Q,, Q, et q doivent être choisies de façon à assurer que sur la 
tranche BB le moment soit constant et ait une valeur donnée. 

Dans une section arbitraire de l’anneau sur la tranche BB, 
on aura (fig. 266): 


D . D . | D? . 
Mas = Qi sin p+ Q:- sin (p—@)+-- 9 — sin? (p— a) + 


1 _ D? 9 

+59 l1—cos(p— a}, 

ou alors 
2 
M pp = sin p[Qr+ QTcwsa—gsina|— 
2 2 
— COS p[ QT sin & + q + cos a |+ 9%. 

Le moment reste constant si l’on exige que s’annule chacune des 
expressions comprises entre crochets : 


Q, L Qcosa—qLsina—0, 


(1) 


Qasina+g#csa = 0, 
nous obtenons alors 
8A 


Ainsi, on a trouvé g. Les deux équations (1) ne sont pas suffisantes 
pour déterminer @,, Q, et @. 

Exigeons maintenant que la distance entre les points de l'anneau 
A et C augmente de A. Cette condition, nous l’écrirons dans la 
forme suivante 


[o 2 
A = | Mapron | MB8M,D de 
2EJ 7 2EJ 
U 
M ns et Map étant les moments fléchissants sur les tranches AB 
et BB, tandis que M,, le moment fléchissant créé par des forces 
unitaires appliquées d’après la direction AC ; leurs valeurs respec- 
tives sont 


Mas=Qrsinp, Mos=El, Mi=+sing. 
Après substitution et intégration nous obtenons: 
1 A 
— = sin? Les 
a Qi (a 5 sin 2a ) + , (1+ cos a). 
Résolvons cette équation avec l’équation (1) et déterminons Q, et Q, : 


4&EJA ee 
Gran = — 


cotg a. 
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La valeur de & s'obtient de l'équation transcendante suivante : 


Œ 
2— nat COS 


qui donne «= 4122°35". Nous aurons alors, 


EJA EJA 
Q=475—x, Q2= 2,56 — 5. 


Ayant, de cette façon-là, satisfait à toutes les conditions géométri- 


ques, nous avons ainsi confirmé la justesse du schéma adopté pour 


représenter les forces. 
Sur la fig. 267 on a montré l’épure du moment fléchissant. 


Mas "2,57 


62. Lors de la résolution du problème de déformation d'un res- 
sort flexible (fig. 60), il est indispensable de tenir compte de l'in- 
fluence du cisaillement sur la forme de la déformée du ressort. 

Si nous partons de la dépendance ordinaire entre le moment 
fléchissant et la variation de la courbure: 


1 M 
R EJ 
nous aboutissons inévitablement à cette conclusion-ci que les 
points À ne toucheront la surface que pour P = . Effectivement, 
le moment fléchissant sur les extrémités du ressort est nul pour toute 
valeur finie des forces P ; or pour le redressement total du ressort, 
il faut que dans tous ses points, le moment soit égal à M = EJ/R. 
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Dans des conditions réelles, la force cherchée a, naturellement, 
une valeur finie. 

Cette contradiction à laquelle on a abouti s'explique par le 
fait que lorsque le ressort est soumis à la flexion par des forces P 
appliquées sur ses extrémités, où le moment fléchissant est faible, 
la variation de la courbure se fait, essentiellement, grâce aux défor- 
mations de cisaillement dont il faut nécessairement tenir compte 
lors de la résolution du problème. 

Recourons à l'expression (1) (p. 143). La variation de la courbure 
d’un ressort comprimé sur une surface rigide est égale à y” — —1/R. 
Dans ce cas, nous aurons 


Résolvant cette équation, trouvons 

EJ 

FR: 

Les constantes, nous les déterminerons des conditions suivantes: 
pour æ=0 Q—M"=0, 
pour æz=i M=0, 


M = Ashaz+Bcharx— 


de là 


EJ | EJ /chax 
A=0, Br, Me (1). 


La force cherchée sera 
P = Qui = M gt = th 


Pour GF = œ (absence de cisaillements), & tend aussi vers 
l'infini. Dans ce cas, th «il — 1 et, comme il fallait s’y attendre, 


Fig. 268 


P = oc. La pression de contact sur l'aire de contact entre le ressort 
et la surface rigide se détermine comme suit: 


n_ EJ ochaz _GF chaz 
g=M = Ha — Rk cha” 
Sur la fig. 268 est représentée, sous forme de courbe, la loi de répar- 
tition de g le long du ressort. 
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163. Considérons une quelconque des poutres composantes (fig. 61 
et 269). | 
Comme la force P n'est pas appliquée au centre de rigidité, la 
poutre représentée sur la fig. 269 sera simultanément soumise à la 
flexion et à la torsion. Appliquant dans les sections de découpage des 
premières plaques des efforts N de façon à assurer l'égalité du moment 


Centre dy 
rigidité 


Fig. 269 


créé par les deux forces et du moment Pc, nous éliminons cette tor- 
sion pour toutes les sections de la poutre. On aura alors N = Pc/H. 

Ainsi, la première plaque d'en haut est comprimée tandis que 
la première plaque d'en bas est soumise à la traction par les for- 
ces NV. Les autres plaques ne sont soumises à aucuns efforts lorsque 
les poutres travaillent en flexion. Cette conclusion, naturellement, 
est juste dans la mesure où il est permis de considérer les plaques 
comme rigides. Si elles se déformaient de façon sensible, l’on pour- 
rait déterminer les efforts suscités en elles au moyen de la même 
méthode que celle employée dans le problème 14 pour déterminer les 
efforts dans les rivets. 

64. Décomposons la force P d'après les axes principaux zx et y 
(fig. 270) et découpons une section dans le point anguleux À. Intro- 
duisons en même temps un flux indéterminé de contraintes tangen- 
tielles t,. Dans un point arbitraire B, la contrainte tangentielle 
sera 


_PV2/Sx, Sy | 
T= —3 (+ )+% 


Après des calculs simples, nous trouvons 


_ V2 : __ aS$ô = 
RE DE TETE D := (2+V2), 
_ #6 1+2V 
VO 6 24+V2° 


Pour chacune des trois tranches de la section, nous obtenons 


3V2 P fFsaVi—s, aV2s 
ns er Erverrmntets TER 
es Lite Ent V Da | 
VE sys Je 0 
= 3V2 P_ V2 si—a° de CHVDe+ULVIS Le 

| 2 al 2 27/72 1+2V2 "1 
ici S1, S et s4 sont les coordonnées calculées à partir des points angu- 
leux sur le pourtour. 


ll 
O0 
hf 


AL 
, 
s 
, 


Fig. 271 


Pour que dans la coupure À il n’y ait pas de déplacements réci- 
proques, il faut remplir la condition suivante 


| vas=0, 


ou 
a 


V2 a a 
| er | Te Se + | Ts dss — 0; 
0 0 0 


de là on détermine la valeur de t,: 
: PASSER _—— 
2 a \3(+v2) 1+2V27 
Remplaçant dans les expressions (1) T%, par sa valeur et effec- 
tuant les calculs nécessaires, nous aurons 
me (—0,47+ 1,666: — 0,62€?), 


t= (0,64 — 0,095E: — 0,90€3), 
ta = (— 0,85 — 1,894 + 1,780), 
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où 
= (G=1, 2,3). 


Sur la fig. 271 on a représenté l'épure des contraintes tangentiel- 
les; il apparaît que 


P 
Tmax == 0,86 ad ° 


65. Au moyen de deux sections passant à des distances zx et x + 
+ dx de l'extrémité, prélevons de la poutre un tronçon élémentaire 
de longueur dx (fig. 272). 

Ce tronçon obtenu, divisons-le à son tour en deux parties au moyen 
d’un plan horizontal passant à une distance y du milieu de la ligne 


Fig. 272 


et examinons la condition d'équilibre de la partie ABCD d'en 
haut. Il est évident qu’elle se ramène à 


(h+dh)/2 h/2 
(o + do) b dy — | ob dy = rh dr. 
7 V 
Mais comme 
_ 12My 
7 bhs ? 


on aura 
s+do= Re [pr+a (55) | 


Après cela la condition d'équilibre prend la forme suivante: 


12 (h+dh)/2 Te h/2 
Ts +d es hs ) | ydy— = TRS y dy =7T dx, 


de là 
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Si k et M varient suivant une fonction linéaire, ayant par hypo- 
thèse À, = 2h,, nous obtenons 


h=ho(1+2+), M=Pz, 


6 Az, 1m 1—2T 


a à FE la fig. 273 on a montré les épures de t pour quelques sections 
de la poutre. Ici, à la différence d'une poutre d'épaisseur constante, 
les contraintes tangentielles dans les deux points de la section, 


Fig. 273 


supérieur et inférieur, ne s’annulent pas puisque le plan sécant 
n'est pas perpendiculaire aux surfaces limites supérieure (4’B') 
et inférieure (C’D'). Pour la section frontale, l’épure est montrée 
en pointillé car ici la loi de répartition des contraintes dépend 
a de la façon dont est appliquée la sollicitation extérieu- 
re P. 

Si l'épaisseur k de la poutre ne change pas trop vite en fonction 
de z, c'est-à-dire si l’angle d'élargissement de la poutre est petit, 
la solution coïncide exactement avec celle obtenue pour un coin 
au moyen des méthodes de la théorie de l'élasticité. 

66. Il est possible de choisir une charge distribuée sous l'action 
de laquelle la poutre restera droite. Cependant cette charge suscitera 
des efforts transversaux tellement grands qu’il faudra tenir compte 
des déformations de cisaillement lors de la détermination de la 
déformée de la poutre. 

L'exemple fort simple suivant atteste la possibilité du choix 
d'une loi requise pour q (x). Représentons-nous une poutre solide- 
ment fixée dans des glissières rigides (fig. 274) et soumise à la 
flexion par un moment appliqué à l’une de ses extrémités. Pareille 
poutre restera droite en flexion et l’on peut affirmer que du côté 
des glissières elle est soumise à l’action des charges du type cherché. 
Ceci est également prouvé par la solution du problème 59. Dans ce 
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problème, la partie de droite de la poutre reste droite malgré que 
la charge distribuée jagissant sur elle ne soit pas nulle. 


é 
ses”, 
v%, 
à 
PR 


Fig. 274 


Prenons l'équation (1) (p. 143) 


Exigeons que y” — 0. Nous obtenons alors 
. M" — M = 0, 


avec à? — CF/kEJ. Résolvons l'équation différentielle; on aura 
successivement 


M =Cishaz<+C; ch az, (1) 
Q=Ciachar+ Ca sh ax, (2) 
q = Q’= Ca? sh ax + C,a? ch ax, (3) 


ici C, et C, doivent être donnés en fonction du caractère des condi- 
tions aux limites. Si la poutre est dotée d’appuis articulés, c'est-à- 
dire si pour z = 0 et x = ! M = 0, on aura alors C,;, = Ca: = 0 
et g — 0. Cela signifie que la poutre ne reste droite que sous une 
charge nulle. 

Il y a cependant une possibilité d'appliquer non seulement des 
charges réparties mais aussi des efforts concentrés sur les extrémités 
de la poutre. Supposons, par exemple, que le moment sur l'appui 
de gauche est, comme auparavant, nul tandis que sur l'appui de 
droite, nous nous réservons le droit d'appliquer n'importe quel 
on concentré. En posant que pour zx = 0 M = 0, nous aurons 
alors 


Co=0, M = C;sh az, 
C, est une constante quelconque; de plus, d’après l'équation (2), 
Q = Cia ch az, 
et, d’après l'équation (3), la sollicitation cherchée sera 
q (x) = Cic° sh ax. 
La réaction sur l'appui de gauche sera 


Q 2 0 = Cia, 


tandis que sur l’appui de droite, 
O1 == Ca ch al, 
M, = C, sh al. 


Le système de charges cherché est représenté sur la fig. 275. 


g@)=C, dshaz 


Fig. 275 


67. Comme la poutre est très grande, nous pouvons, après l’avoir 
découpée sur le n-ième appui, considérer sa partie de droite de nou- 
veau comme une poutre très grande semblable à la poutre donnée, 
mais cette fois-ci sollicitée non par un moment M, mais bien par 
un moment M,. On peut étendre ce raisonnement sur les appuis 
n + 1Â,n +2, etc. Par conséquent, si le moment fléchissant à l’ap- 
pui nr + 1 constitue une certaine fraction du moment agissant 
à l'appui nr, le moment à l’appui nr + 2 constituera une fraction 
identique de celle agissant à l’appui r + 1, c'est-à-dire, 

Man = 2Mh, 
Mate = ZMnn = 2 Mh, 
etc. 
Ecrivons l'expression du théorème des trois moments pour les 


travées nr et n + 1. Lorsque les travées ne sont pas sollicitées par 
une charge extérieure, on a 


Mya + 2M 4 (a + a) + Mnrse = 0. 
Ou, en tenant compte des expressions pour M1 et Mio, 
4 + 4x + rt = 0, 


— —2 + V3. 


Comme par sa valeur absolue x doit être plus petit que l'unité, nous 
prendrons le signe « plus » *). Alors, 


= — (2— V3). 


*) 7 s) Le sis de moins correspond au cas où le moment extérieur est appliqué 
non pas sur l'appui extrême gauche, mais sur l'appui extrême droit. 
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de là, nous obtenons 


Le moment fléchissant à l'appui nr sera 


M, = Mz"= =.M (V3 — 2}. 
L'angle de rotation sur l'appui nr s'obtient en multipliant l'épure 


Fig. 276 


des moments pour la travée x par l’épure du moment unitaire 
(fig. 276): 


EJ8, = V3(V3—2)""". 
68. Ecrivons un système de nr — 2 équations nécessaires pour 
la détermination des moments d'appui: 


M+4M,+M;=0, 
M:+4M3+M,=0, 


M n-2 + 4Mn-1 = 0. 


Posons M, — Az'-!. Substituant cette valeur de M, dans toutes 
les équations à l'exception de la première et de la dernière, nous 
obtenons 


1+4z+rx = 0, 
—2 + V3. 


11 devient maintenant aisé d'établir que toutes les équations à l’ex- 
ception de la première et de la dernière seront satisfaites si l’on 
prend 


M = Ati + Br, 
M3 = Axi+ Bz;, 
M;,=Azi ‘+ Bzr?, 
avec 
an = —2 + V3, 
zs = —92 — V3. 
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A et B sont des constantes quelconques que nous choisirons de façon 
à satisfaire à la première et la dernière équation du système 


M + 4 (Az; + Bx) + Ari + Br =0, 
Az?" + Br $+ 442%"? LABzs * = 0, 


de là nous obtenons 
A=M 

z1(22 ini) | 

B= M 


Ze (z27 121) 


En définitive, on aura 
(—2—V3)-1—(—2+73)""t 
M SM —, 
(22 Va (243 


La détermination de l'angle de rotation à l’appui i pour un 
moment connu W, ne présente aucune difficulté. Multipliant entre 
elles les épures (fig. 276), nous obtenons 


EJB, =Mi=+MinT. 


69. Désignons par X, la réaction normale de l'appui de droite. 
L'effort de frottement sera fX, (fig. 277). L'équation de la méthode 


LA 


#4, 
_— oder 
W 


Fig. 277 


des forces a la forme suivante 
y1X 1 + Ô1p = (0. 


Comme 6,,X, représente le déplacement provoqué”par les forces 
X, et fX, dans la direction 1, et 6,, le déplacement provoqué par 
la charge P dans la même direction, Ô,, s'obtiendra en multipliant 
entre elles les épures (7) et (2) tandis que 6, en multipliant entre 
elles les épures (P) et (2): 


27 (31). 


Pas 
Ôip = TT 9EJ" 
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La réaction se trouve alors égale à 


X: — —— . 
2(5-1) 

Sur la fig. 278 on a montré l’épure du moment fléchissant 
résultant. 

70. On ne peut calculer une 
poutre à treillis avec des nœuds 
rigides, en supposant que les 
barres travaillent en traction et 
compression, qu'à condition que 
les forces soient appliquées dans 
les nœuds. En effet, examinons 
un certain portique fait d'une 
suite de contours fermés (fig. 279), 
tels que si les barres sont dotées 
de liaisons articulées, le système Fig. 278 
reste géométriquement invariable. 

Supposons que le portique est sollicité par des charges appliquées 
uniquement dans les nœuds (la charge P et les réactions d'appui). 
Au moyen de la méthode des forces, levons l'hyperstaticité du 
portique en pratiquant des charnières dans ses nœuds et en introdui- 
sant, en qualité de liaisons élastiques, les moments X:, Xe, Ze + - - 


Fig. 279 


appliqués dans les nœuds (fig. 280). Ainsi, pour le système donné, 
nous aurons 12 équations de type ordinaire : 


OnaX à + On2X 2 + + «+ + Oip = 0, 


OX à + 022 X 2 + ++. + O2p = 0, (1) 


Oya1X à + O122X 0 + . . . + Oyop = 0, 


ici, les coefficients Ôô11; Ô1a - . . s'obtiennent en multipliant entre 
elles les épures des moments fléchissants créés par les moments 
unitaires qui remplacent les moments X,, X:, ... Les coefficients 
Ôypr Op» - - - S'obtiennent en multipliant ces mêmes épures par 
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l'épure des moments fléchissants dus à l’action de la charge P. 
Or, la charge P, comme d’ailleurs toutes les forces appliquées dans 
les nœuds d’une poutre à treillis, lorsque les barres sont dotées 
de liaisons articulées, ne donne pas de moments fléchissants. Par 
conséquent, 

Op = dep = ++. = 0; (2) 


comme les équations (1) sont indépendantes, le déterminant du 
système n'est pas égal à zéro (voir le problème suivant); dans ce 
cas, si les conditions (2) sont observées, on aura, évidemment, 


Ai Aa —::: =0, 


Par conséquent, avec les conditions imposées, un système avec des 
nœuds rigides est équivalent à un système avec des liaisons articu- 
lées des barres. 
Strictement parlant, dans le système représenté sur la fig. 279, 

il y aura malgré tout des moments fléchissants conditionnés par 
l'allongement et le rétrécissement des barres. On aurait pu obtenir 
ces moments fléchissants à partir des mêmes équations (1); pour 
cela, il aurait été suffisant de tenir compte, lors du calcul des coef- 
ficients O1, Ôj9s + + «y Ôypr Oops + - -, deS déplacements provoqués par 
la traction et la compression des barres. Il est cependant évident 
que les contraintes correspondant à ces moments seront beaucoup 
plus petites que les contraintes liées aux efforts normaux. En effet, 
dans n'importe quelle poutre articulée soumise à la flexion par un 
moment M, les déplacements ont une valeur de l'ordre 

MP 

"ET ? 


tandis qu'en traction, ils sont de l’ordre de PI/EF. 
Dans le cas présent, ces deux valeurs sont d’un même ordre, 
c'est-à-dire 
Mi? PI 
TEJ EF" 
Or, 
M =0onW, P=otrF, 


c'est pourquoi, nous avons 
J 
On — Otr y 


c'est-à-dire, 07, a une valeur de l'ordre Otr y - Or, J/W est égale 


à la distance du point de la section le plus éloigné de l’axe neutre 
passant par le centre de gravité; par conséquent, J/WI est une 
grandeur très petite (le rapport d’une partie de la dimension de la 
section de la barre à sa longueur). 

Conformément à cela, of, sera d’un même ordre de grandeur par 
comparaison avec Otr- 
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71. Le déterminant ne peut pas être nul. S’il s’annule, cela té- 
moigne du fait que le système des équations n'est pas correct. 

Chacune des équations du système canonique représente la con- 
dition d'égalité des déplacements provoqués par une charge extérieu- 
re à la somme des déplacements créés par des forces internes incon- 
nues : 


Ôip 7 — OX 3 — O12X 0 — 013 À 3 — ..) 
Ôep — — Oo1 À 3 — Oro À » — des Âs — ..., 


Ônp + —0,,X — ÔnaX 9 — 0n3X 3 — .. 


Lors de l'établissement des équations, l'on considère uniquement 
les déplacements indépendants. Aucun déplacement ne peut être 
exprimé au moyen des autres. Par conséquent, aucune équation ne 
peut être une combinaison des autres équations. Ainsi, toutes les 
équations sont indépendantes et, en particulier, linéairement indé- 
pendantes. Or, comme on sait, le déterminant d'un système d'’équa- 
tions linéairement indépendantes ne peut pas être nul. Si le système 
n'est pas correct, c'est-à-dire si ce sont des déplacements dépendants 
qui ont été considérés (par exemple, les déplacements d’après les 
axes Z, 2, 3 dans le portique plan représenté sur la fig. 281), le déter- 
minant sera nul: 


Os Oye Os 
Oay so Oes3| — 0. 
Os Ôse Os 


Fig. 281 Fig. 282 


72. Examinons un quart de l'anneau du ressort (fig. 282). La 
section À ne se retourne pas par rapport à B, mais se déplace dans 
une direction axiale. 


Dans la section C apparaissent un effort tranchant P/4 et un 
moment de torsion X, (fig. 282). 


11—0115 461 


En nous guidant de la méthode générale employée pour lever 
l'hyperstaticité des portiques, déterminons cette grandeur 


OaiX 1 + O1p = 0, 


; xt/4 ; x/4 
ur | InR dp+— | itR do, 
0 0 
x/4 st/4 


1 | 
Gp = 7 | MinMynRdp+— | MiM+-R dy, 


0 


(=) 


avec 
Min = sin y, Mit = cos 9, 


PR . PR 
Mon=——-sinp, Mji=——(1—cos p), 


C est la rigidité en torsion. Pour une section carrée, 
C = 0,141 Ga. 
En intégrant, nous obtenons 


êu = 787 (5 — 1)+7(5+1). 
Sp — ge (2 — 1) +76 (2V2—-5—1), 


pr 2e (2V3-5-1) 


le moment de torsion sera alors égal à 
X1 = 0,0375 


Le moment fléchissant résultant 

Mna= — 220,962 sin q. 
Le moment de torsion résultant 

Mi = (1— 0,962 cos p). 
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Le déplacement vertical de la section C par rapport à À sera 


a/4 n/4 
À = — | MnMidp+ À | MM: do, 
0 0 


ici Mr et M+:, moments fléchissant et de torsion résultants tandis 
que Mi et M1, les mêmes moments dus à une force unitaire verti- 
cale appliquée dans la section C, c'est-à-dire 


Mn=—Rsine, Mi—R(1—cos). 
Ainsi, nous trouvons 


T/4 


me | sin? o dy + 


kc — 4ET 


zt/4 


Le | 4— 0,962 cos @) (1 — cos o) dy — 
0 


THE. 0,962 (+ — 1) + 


+ ne [s— 2V 2—0,962-2Y 2+ 0,962 (+ ++1)]; 
ou, en définitive, 
PR3 
Ac = 57 0,0405. 


Pour obtenir l’aplatissement total du ressort, il faut multiplier la 
valeur de Àc par le double du nombre d’anneaux de travail 2n: 


= On 27 0,0405 ou À = 0,972 TR 


Comparant cette valeur avec celle de RE d'un ressort 
à boudin de section carrée ayant un même nombre d’anneaux de 
travail nr, c'est-à-dire 

PRi3n 

= "Eat ? 


nous arrivons à la conclusion qu'un ressort sectionné est à peu près 
120 fois plus rigide qu’un ressort à boudin. 

73. Etudions un certain portique plan avec un contour fermé 
et ayant une rigidité constante EJ ; supposons que l'on a déjà tracé 
son épure des moments fléchissants (fig. 283). Sectionnons le con- 
tour de ce portique en un point quelconque et déterminons l'angle 
de rotation réciproque des sections en l'endroit sectionné. De la 
condition de continuité, cet angle est égal à zéro. Pour déterminer 
l'angle de rotation réciproque, calculons l'intégrale 

| MM ds 
EJ 
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M; étant le moment fléchissant créé par des moments unitaires 
appliqués en l'endroit sectionné (fig. 283), c'est-à-dire M, = 1. 


Fig. 283 


C'est pourquoi, pour £J — const, nous obtenons 
| M ds- 0, 


s 


La démonstration qui vient d'être faite est valable non seulement 
pour des portiques aux contours fermés, mais aussi, d'une manière 
générale, pour tous les systèmes en portiques pour lesquels les con- 
ditions de fixation ne permettent pas la rotation d’une section d'’en- 
castrement par rapport à l’autre. Par exemple, dans chacun des 


Fig. 284 


systèmes représentés sur la fig. 284, l’aire de l’épure des moments, 
sous n'importe quelle charge, est nulle si £J = const. 

74. Sectionnons le portique suivant l'articulation et détermi- 
nons le déplacement des sections les unes par rapport aux autres 
en l'endroit sectionné. Pour cela, appliquons sur le portique, dans 
l'articulation, deux forces unitaires dirigées dans des sens opposés 
(fig. 285). La ligne d'action des forces peut être choisie arbitraire- 
ment. 

Le déplacement cherché Ô sera égal à 


= | MM qe. 


EJ 


Or, M, = xet, comme Ô = 0, on aura | Mzds = 0. 
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Fig. 285 


75. Remarquons au préalable que l'aire AF formée par une poutre 
quelconque en flexion est donnée par l'intégrale suivante: 
MMia 


EJ ds, 


AF= | 


où M est le moment fléchissant créé par les charges extérieures, 
M9, le moment fléchissant créé par une charge distribuée d’inten- 
sité «unité» (q — 1 kgf/cm). 

Cette expression s'établit le plus simplement par la même métho- 
de que les expressions habituelles pour les déplacements linéaires 
et angulaires. 

Pour déterminer la variation de l'aire délimitée par le contour 
fermé du portique, il faut au préalable trouver l'expression pour 
M,q4en appliquant sur le portique une char- 
ge unitaire distribuée gqg = 1 (fig. 286). 

Or, pour un portique fermé en forme 
d'anneau, M,, — 0; par conséquent, 
AF = 0. Par fa même l'hypothèse est 
démontrée. Il est tout à fait évident que 
cette démonstration est juste, d'une part, 
dans la mesure uniquement où ilest per- 
mis de négliger la traction du contour de 
l'anneau et, d'autre part, à condition 
que le système travaille dans le domai- 
ne des petits déplacements. Pour un 
anneau très flexible et sous une forte altération de sa forme, l'aire 
délimitée par le contour ne reste pas invariable. 

76. Désignons par y le déplacement vertical de la poutre solli- 
citée par une charge P. Ecrivons l'équation différentielle de la 
déformée d'une poutre 


EJy" = Mi: 
dans la forme suivante : 


EJyan = Mn = Qs 
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où q kgf/cm est l'intensité de la charge : force par unité de longueur 
de la poutre. Pour le cas étudié, cette force est, évidemment, égale 
au poids de l’eau déplacée par l’unité de longueur de la poutre sur 
le déplacement y, c’est-à-dire 

= —1-by Ÿ 


y étant le poids spécifique de l’eau. Devant byy on a mis le signe 
moins puisque l'intensité q est dirigée dans le sens opposé au dépla- 
cement y. On aura maintenant 


YEN + TE y = 0. 


Introduisons la notation suivante : 


by__ 
k étant une constante. L’équation prend la forme suivante: 
yAV + 4kty = 0. (2) 


Cette équation s'appelle équation d'une poutre reposant sur une 
base élastique. Une poutre flottante de section rectangulaire en est 
un exemple typique. Pour cette poutre, la réaction de l’assise (l’eau) 
est en chaque point proportionnelle au déplacement y. 

L'équation (2) est satisfaite par les fonctions sh kz sin xx, 
ch kx cos kz, sh kr cos kz, ch kzx sin 4x et par n'importe quelle com- 
binaison linéaire de ces dernières. Quand on utilise ces fonctions, 
le plus commode est de se servir des combinaisons proposées par 
A. Krylov et qui s'appellent « fonctions de Krylov ». Leur avantage 
réside en ceci que la dérivée de chacune de ces fonctions donne l'une 
ou l’autre de ces mêmes fonctions. Donnons la table des fonctions 
de Krylov. 


v" 


En Ya | vf @e | Yo | YA* Go 


ch kr cos kz —4kY4 | —4k2Y3| —4k3Ya | —4kY: 
: (ch kr sin kz+sh kz cos kz) kY, —4kY y | —4k8Y3 | —4kYe 


: <b kz sin kz kYo | y | —4r:| —4mYy, 


Z (ch kz sin kz—sh kz cos ke) | Ya | Ye | Yi |—auy 


On peut écrire PRE pour : _. la forme Ars 
y = VoY à (kx) + us à FE Ye (kx) + 20 57 _ Ya (kr) + &- D Ye (kr), 


OÙ Yes Yes Mo et Q, Sont respectivement FRS angle de rota- 
tion, moment fléchissant et effort tranchant pour z = 0. Si l’on 
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prend pour origine de lecture des x l'extrémité gauche de la poutre 
(fig. 71), il est évident qu'on aura 


Qo = 0, Mo = 0. 
Déterminons les valeurs de y, et y, des conditions suivantes: 


l PRES Ed 
pour z=- y = 0, Q=—. 


D'après la table, on aura 
= — 4yoYi (kr) + yo a(kz), 
"= — AyoY s (x) — “e Yi (kr), 
1" = — Ayo à (Kr) y à T Ys(kz), 
et les conditions aux limites s —. alors dans la forme suivante : 
— An (+) + Yi(5)=0, 


an e(+)-nEYs(S)= L 


2EJK3 ? 
de là, trouvons le déplacement et l'angle de rotation pour x = 0: 
kl 
, P né a) 
Re ne (ee (e 
er (T) 
MRAETE ETC ETES ENT) 


Maintenant y et y” prennent la forme suivante 
kl kl ; 
y= — Pol Yi ) Yi (x) +4, (+) Y2(kz) |, 


y=4Pe[Yi(+) ske) +47 (+) Vito) |, 
avec 
P 1 


0 BEJR | Yi (<- AE +4 (+) % (Æ) 


Effectuons des calculs numériques : 


: 3 
= =, = 2,8410% cmt, = 1,17. 


Et puis, se servant des tables des fonctions trigonométriques et 
hyperboliques, conformément aux expressions pour Y, (kzx) (p. 166), 
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trouvons 


y, (+) 0,689, Y, (+) — 1,097, 
Ys (+) =0,670, Y.(+)= — 0,265, 


après quoi, nous obtenons 
P,=0,0401P, 
y = —0,0401P [0,689Y, (kx) + 1,058Y, (kx)] cm, (3) 
M = EJy" = 146,2P [0,689Y, (kr) + 1,058Y, (kx)] kgfcm. (4) 


La solution obtenue n'est juste que dans le cas où sur toute 
sa longueur la poutre va ressortir par sa surface supérieure de la 
surface de l’eau. C’est seulement dans ce cas qu’on peut considérer 
la réaction de l’eau proportionnelle au déplacement vertical. Ainsi, 
la possibilité d'utiliser la solution obtenue se détermine par le dépla- 
cement MmaxIiMUM Ymax- 

En l'absence d'une sollicitation, la poutre s’enfoncera dans l'eau 
d’une valeur égale à 0,6 k (en effet, son poids spécifique constitue 0,6 


7 
-J280m Z 
--{38cm 
SY20 kGcm 
My, 
Fig. 287 


du poids spécifique de l’eau). La surface supérieure de la poutre 
s’élèvera au-dessus du niveau de l’eau de 0,4 À — 4 cm. Par consé- 
quent, la condition pour que la solution obtenue puisse être utilisée 
s' exprime | Ymax | LS 4 cm. 

D'après la formule (3), trouvons: | Ymax | = 3,28 cm << 4 cm. 

Sur la fig. 287, on a représenté l’allure de la déformée d’une 
poutre incurvée ainsi que De des moments tracée à partir de 
l'expression (4). 

Le moment fléchissant ne engendré dans la section du 
milieu est égal à 5420 kgfcm tandis que la contrainte est égale à 


Omex = 7 © 16,3 kgf/em. 


Le problème sur la flexion d’une plaque flottante se résout de 
façon analogue (mais, naturellement, il est beaucoup plus compli- 
qué). Nous passerons outre ici la solution de ce problème. Cependant, 
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Fig. 288 


on voudrait porter l’attention du lecteur sur une curieuse structure 
que la nature crée pour assurer la résistance d’une grande feuille 
flottante. 

La fig. 288 représente la photo d'une feuille renversée du Victoria 
regia. N'auraient été ici les renforcements radiaux et circulaires que 
cette feuille immense (plus d'un mètre de diamètre) se briserait 
infailliblement à la première grande houle même. 

77. Réduisons la sollicitation extérieure en efforts appliqués 
sur les extrémités sous forme d'efforts tranchants et de moments 
(fig. 289). 

Marquons les efforts internes ainsi que les moments se rapportant 
à la plaque d'en haut par l'index « un », tandis que la plaque d'en 
bas par l'index « deux ». Pour une partie du joint de longueur x 
(fig. 290), les conditions d'équilibre donnent: 


N, dis N: ee N, 
Qi 4 Q = Q, (1} 
Mi+ M: =M +Qz+Nh. 
Entre la surface inférieure de la plaque d'en haut et la surface 
supérieure de celle d’en bas, apparaît un déplacement réciproque A 


le long de l’axe x. Il peut être déterminé comme l'intégrale de la 
différence entre les déformations 


a= | (es — e2) dx + C. 
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Or, 


6M; : N 8M: 


UE TER" 2 ER — ER ! 


c'est pourquoi 
A | L2N + (Mi+ Ma) ]ds+C. (2) 


La valeur de A est liée aux contraintes tangentielles tc dans la 


# 


Es + 


Fig. 289 Fig. 290 
couche de la colle par la relation évidente suivante 
A 
Gr Te; 


6 étant l'épaisseur de la couche de la colle. 


Fig. 294 


De la condition d'équilibre d’un élément de longueur dx (fig. 291) 
découle que 


bte = N’, (3) 
c'est pourquoi 
A N° 
Gr. 


Dérivant par rapport à x les deux parties de cette égalité et ex- 
cluant dans l’expression (2) le terme M, + M, au moyen de l’expres- 
sion (1), nous obtenons pour la détermination de W l'équation sui- 
vante: 


ñ 8Ge 
NE N = 2 (M + Qx). 
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Introduisons la notation suivante: 
8Gc 
Ehô 


= a, (4) 
nous obtiendrons alors 
N=Asharz+Bch ax — (M +Qx). 
Les constantes À et B se déterminent des conditions d'égalité 


à zéro de la force normale NV aux extrémités de la tranche de collage 


Nx=0 = Nr — 0. 
En définitive, 


N= DE 


LM (A—chat)+Q+ char — + (M+Qz). (5) 


tandis que * contrainte tangentielle t. dans la couche de la colle 
sera, conformément à l'expression (3), égale à 


3a ch 3aM 3 
TL — er IM(i—chal)+Q+ = shar—Q. (6) 
La couche de la colle est soumise non seulement au cisaillement 
mais encore à la traction et à la compression dans une direction per- 
pendiculaire au plan du collage. 
La contrainte normale dans la couche de la colle est 


Ya — y 
Oc— De L Ec, 


y: et y étant les déplacements verticaux de la plaque d'en haut et 
de celle d’en bas. 

Ajoutons ici encore deux équations d'équilibre obtenues pour 
l'élément dx (fig. 291): 


Ocb=Q:, (7) 
Q=Mi—N". (8) 
Excluons des trois équations obtenues 04 et Q:: 
(Ga— y) = Mi NT. 
Or, comme EJy, = M\, et EJy, = M,, on aura 


Me— M: bEc A 
EJ 6 =(M-—5N) 


Et, enfin, à l’aide de l'équation (1), excluons de cette expression le 
moment W;,. Finalement, nous obtenons l'équation suivante: 


h ,\UV) , 2bE h bE 
(MSN) + (MSN) = 58 (M + Qx). 
En désignant par 
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nous aurons 
YUV) LE 4ktY = 2kt (M + Qx). 
Pour résoudre cette équation, on peut se servir des fonctions de 
Krylov (cf. problème 76). Ainsi, 
: 1 
Y'=CiYi(kz) + C2Ye (kr) + CaY3(kz) + CiYi (kz) + (1 +0Qzx), (9) 


ici les constantes C1, C2, Ca et C, se déterminent des quatre condi- 
tions suivantes : 
Ÿ en 0 = Mi x=0 = M, Qix=0 Fa Y x=0 re. Q, 
M ix=1 =0, Yi = (0. 
En définitive, après transformations et remplacement des fonc- 
tions de Krylov par leurs expressions, nous obtenons 
M 
C: 9 ’ Ca =+<., 
C,= — M <h UD +sin (HD _ Q ch(k)+cos(kD _ 907 __Sh (HI) sin (XD 
- sh (kl)—sin (x)  k sh (kil) +sin (ki) gh2 (ki) — sin? (kl) ? 
A ch (kl) + cos (kl) Q sh(kl)+sin (kl) 
C,=2M sh (kl)—sin(kl) Ÿ k sh(kl)+sin (ki) na 


ch (kl) sin (kl) + sh (Al) cos (kl) 
+201 sh? (kl) — sin? (kl) 


Maintenant le moment fléchissant M, se détermine de l’expres- 
sion : M, = Ÿ + EN, N étant obtenu à l’aide de la formule (5). 


D'après les équations (7) et (8), la contrainte normale dans la 
couche de la colle sera 


Oc =+ F”; 
De = [— 4CiYa (kr) — 4C2Y à (x) + CsY à (kr) + CaYa (Hz). (40) 


La valeur positive de ©. correspond à la compression de la couche 
de la colle. On peut, d’après les formules (6) et (10), tracer les cour- 
bes de variation des contraintes tangentielles et normales dans la 
couche de la colle et, d’après les formules (5) et (9), dessiner les épu- 
res des forces normales et des moments fléchissants dans la plaque 
d'en haut. 

Pour le cas d’un très long assemblage par colle, le problème se 
trouve sensiblement simplifié par le fait que les contraintes dans la 
couche de la colle portent un caractère local. Dans ce cas, lors de la 
détermination de NV et Ÿ l'on peut relever de la solution la partie 
qui s’évanouit et poser 


N = 4e © (M+Qn), 
Y = ex (C; sin kz + C; cos kx) + + (M + Qz). 
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Les constantes À, C1 et C, se déterminent des conditions aux li- 
mites à l'extrémité gauche, c "est-à-dire pour z = 0, où N = 0,Y — 
= M, tandis que Ÿ” = Q. 

78. Si l'on considère les rayons comme un milieu élastique con- 
tinu, la force agissant du côté des rayons sera pour n'importe quel 
point de la jante proportionnelle au déplacement radial w de ce 
même point. Ainsi, nous avons affaire ici au problème du calcul 
d’un anneau doté d’une’ assise élastique. Par unité de longueur de la 
janteona n/2nR rayons. Sur la jante agit, du côté de chaque rayon, 
une force EE w, L étant la longueur d’un rayon (1 &R), F, l'aire 
de la section transversale d'un rayon. 

Ainsi, sur une unité de longueur de la jante agit une force 


EFn 


ne V = AU 


d'où 
EFn 


ke (1) 


Etablissons maintenant l'équation différentielle de la déformée 
de l’anneau. Nous prendrons pour variable indépendante l'angle œ 
compté à partir du sommet de l'anneau (fig. 292). 


W, 
M 
7°4e hip 
Wan 4 
# 


Fig. 292 


Prélevons de l’anneau une tranche élémentaire de longueur Rd 
et appliquons dans les sections ainsi pratiquées des efforts internes 
N, Q et M. Sur cette tranche, du côté des rayons, va agir une force 
kwR dœ®. Etablissons pour cette tranche élémentaire les équations 
re sh Projetons toutes les forces sur l’axe radial. Nous aurons 
alors | 


_. =N+KkRw. 


La condition Te à zéro de la somme des projections de 
toutes les forces sur un axe tangent à l'arc de cercle donne 


dN 
2 +00. 
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Faisons s'annuler la somme des moments créés par les forces par 
rapport au point O 


aN dM 
R-g + —0 
et éliminons de ces équations Q@ et N. Nous aurons alors 


du dM M 
BR y ap ap” 


Le changement de la courbure A (1/p) est lié au moment fléchis- 
sant M par la relation suivante: 


1 [1 
M = EJA (=) ; 
or, comme on sait, 


1 w 1 dw 
A(S)= (Rte): 

Comme pour un déplacement positif w dans le sens dirigé du centre 
du cercle la courbure de l'anneau diminue, devant le deuxième 
membre de cette expression on a le signe moins. Dans cette expres- 
sion, la variation de la courbure s'exprime par deux termes. Le 
premier terme w/R3 correspond à une variation de la courbure due 
à la dilatation simple de l’anneau. Le deuxième terme ET 
égal à d’w/dsi, représente une variation ordinaire de la courbure qui 
se rencontre aussi dans le cas d’une barre droite. 

Maintenant, après substitution de M, l'équation différentielle 
acquiert sa forme définitive suivante: 


gs +2 as + ap 
avec 
4 
a = RE +1. (2) 


La solution de ce problème sera 


w = Co + Ci ch ay cos Bp + C> sh ay sin Be + C; ch ay sin By + 
+ Ci sh ap cospw, 


VE BV @) 


Comme l’anneau se déforme symétriquement par rapport à l’axe 
vertical, la fonction w doit être une fonction paire, c’est-à-dire 
doit rester la même lorsque le signe de œ change de plus à moins. 
Aussi, nous poserons égales à zéro les constantes C, et C, accompa- 
gnant les fonctions impaires. Les autres constantes se déterminent 
des conditions suivantes : 


avec 
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a) pour @—= x, æ “0 

b) pour p=nx, = —+, 
7 

C) | w dp—0. 


0 ë 
Cette dernière condition signifie que quand la roue est sollicitée 
par une charge, les points supérieur et inférieur restent sur la même 
verticale. En effet, si l’on considère un élément de la jante de la 
roue avant et après la déformation (fig. 293), il n’est pas difficile 
d'établir que la condition de son inex- 
tensibilité aura la forme suivante 


dv + w do = 0, 


où v est le déplacement selon la tangente 
à l’arc du contour ou 


=— [wdy. 


Comme le déplacement selon la tangente | Fig. 293 
dans les points ® — 0 et q = x est 
nul, de là on tire la condition c). 
Avec C; — Ci, — 0, les équations du moment fléchissant 


et de l'effort tranchant 


prennent la forme suivante 
M = — LT (Co — 2aBC; sh æ sin Bp + 2aBC, ch æq cos Boy), 


Q = 208 F5 L(aC1—BC2) ch ap sin By + (BC: —@C2) sh ap cos Big]. 
Maintenant, en développant les conditions aux limites a), b) et c), 
nous obtenons 

a) Cilæ sh an cos Br — 6 ch ax sin Br] + 

+ Co (B sh ax cos Br + & ch ax sin Ba] —0, 

b) Ci(ach an sin fx + $ sh an cos fr) — 


P RS 


— C2 (a sh ax cos fr —$ ch ax sin fr) = —- aÉ ? 


c) Cor + en (æ sh an cos Br + B ch œx sin 37) + 
+ (& ch ax sin Pr — B sh an cos Br) = 0. 
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Résolvons ces équations 


PR3 
Co ET: 
C,=— P__R$ achaxsin Br+$6sh an cos Br 
17 4EJ ab a (sh? œn + sin? Br) , 
C.— P__R$ ashancos Br —$ ch an sin fr 
*  4EJ cp a (sh? ax + sin? Br) ° 


En définitive, les expressions de w et M prennent la forme 
suivante : 


PR3 2 : 
w= peer (5— A chap cosfip+ B sh a sin Bq) | (4) 


F 
M = — 5 (5 + 4 sh ap sin f+ B ch a cos By) ; (5) 
dans ces expressions on a introduit, pour simplifier, les notations 
suivantes 
A = a ch an sin Br +8 sh ax cos Br 
L a (sh? ax + sin? fx) , (6) 
B — a sh ax cos Br —$ ch ax sin fx | 
D a (sh? ax + sin? Br) 
L'effort revenant à un rayon sera, évidemment, égal à 
P, = —— ll). (7) 


Effectuons un calcul numérique. Des expressions (1) et (2) nous 
obtenons, en supposant égaux les modules d'élasticité des rayons 
et de la jante, 

xn-0,22 
Te .36.312 
R°Fn 4 
a? — 5x] + 1 = — 5553 +1=5701, a = 24,04, 
De plus, conformément à (3), nous aurons 
24,041 | LAS AUEET 
ay UT 3,305, p=y/ AT 3,530. 


Trouvons maintenant 


shar= chan=z Tete, 
sin Br — —0,992, cos Pr = +0,1223. 
D'après (6), nous aurons 
A—= —0,245e"19,6,  B— L0,326e"10,66, 
Les équations (5) et (7) peuvent être mises sous la forme suivante : 
M = P (—0,00855 + 3,80e710:66 sh a sin Bq — 
— 5,05e710,66 ch œp cos By), kgfem, 
P, = P(0,0278 +0,514e"19%6 ch œ&p cos Bp + 
+ 0,683e"19,6 sh œpsinfp) kgf. 
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De là, on voit que pour de petites valeurs de œ le deuxième et le 
troisième terme entre parenthèses seront très petits, et M et P, ne 
changeront pratiquement pas. En: nous basant sur ces expressions, 
construisons les épures du moment fléchissant et des efforts 
P, agissant dans les rayons (fig. 294). 


— 0,0085 Pkgfcm 


Fig. 294 


Pour une force P — 40 kgîf, nous obtenons : M,nnx — 88 kgfcm; 
l'effort maximum agissant dans un rayon P, ax — 11,2 kgf. L'on 
comprend que dans le résultat obtenu, il n'a pas été tenu compte de 
la précontrainte des rayons qu’on leur implique lors de l'assemblage. 
Naturellement, cette précon- 
trainte doit être plus grande 
en valeur absolue que P, 1. 

Ce problème a été résolu 
pour la première fois par N. 


Joukovsky. 
79. Prélevons de la plaque 
bimétallique une tranche élé- 


mentaire ayant une longueur 
ds et une incurvation initiale 
de la surface de scellement 
1/p0 (les éléments bimétalli- 
ques sont souvent curvilignes) Fig. 295 
(fig. 295). 

L'allongement relatif d'une fibre située à une distance y de la 
surface de scellement comprend : l'allongement dans le scellement &, 
et l'allongement dû à la flexion de la plaque 


b 


Surface de soudure 
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< étant la nouvelle courbure. Ainsi, 


1 1 
E —€o+y (=) 

Retranchant de là l'allongement thermique et multipliant la dif- 
férence obtenue par le module d'’élasticité £, trouvons la contrainte 
agissant dans une fibre située à une distance y de la surface de scel- 
lement. On aura pour la première plaque 


O1 —E; [ &0+ y (5-2) — out | (0 < y < lu), 
pour la seconde, 
02= En [eo+v (5 )-ot] (—-nm<y<0); 


0 
E, et E, sont les modules d’élasticité de la première et de la deuxiè- 
me plaque. 
L'effort normal et le moment fléchissant dans la section d’un 
élément bimétallique sont nuls. C'est pourquoi 


0 h, 0 
ibdy + | ob dy =0, | ciby dy + | Gby dy = 0. 
h, 0 h, 


Remplaçant dans ces équations ©, et ©, et calculant les intégrales 
nous aurons 


80 (Euh + Ex) — (ouEuli + @2Eahe) + (5) (Est — Est) = 0, 
+ 20 (Esht — Eshè) — + (Extaht — Exaohè) t + 


+5 (5-2) Œuht + Eh) =0. 
Excluons de là &, et trouvons la variation de la courbure 
+ - Gt (ty — te) | 
Fu FI rene +4 (hi+he) 


La variation de la courbure est proportionnelle au changement 
de la température et à la différence des coefficients de dilatation 
thermique. Comme on le voit du résultat obtenu, la plus grande 
variation de la courbure va avoir lieu lorsque les épaisseurs des 
plaques composantes seront choisies de façon à assurer que 


Eh — E,h°. 
Dans ce cas on aura 
1 1 3 y — Lo 
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80. D'après les données du problème, on peut considérer la 
section de l’anneau comme non déformable. Le déplacement de toute 
figure dans un plan peut, comme on sait, être représenté sous forme 
de deux déplacements linéaires d’un point quelconque de cette 
figure et de la rotation ultérieure de toute la figure, considérée 
comme un tout, autour de ce point. 

Choisissons un point quelconque de la section de l’anneau, par 
exemple le point © (fig. 296) situé sur le rayon intérieur a sur le 
scellement des anneaux. Maintenant le déplacement total de la 
section de l’anneau peut être représenté sous forme de déplacements 
successifs du point © le long de l’axe de symétrie, perpendiculaire- 
ment à ce dernier, et de rotation d'un angle œ autour du point O. 

Pour ce qui est du premier déplacement, il correspond au dépla- 
cement de l’anneau considéré comme un tout rigide et ne provoque 


Fig. 296 Fig. 297 


pas de déformations de ce dernier. C'est pourquoi, nous n'allons 
pas le prendre en considération. Désignons par A la seconde compo- 
sante du déplacement linéaire. Le déplacement radial du point À 
va, de cette façon-là, comprendre le déplacement A ainsi qu'un 
déplacement dû à la rotation de la section autour du point ©. Cette 
seconde composante À, Sera, comme on le voit de la fig. 297, égale à 


Ag = y 
(l’angle œ est considéré comme petit). 
Le déplacement radial du point À sera 
À + y, 
tandis que l'allongement relatif circonférentiel sera de 
e = A+vP 
a+z 
La contrainte circonférentielle pour le premier anneau est égale à 


A 
CE ( Pat) (0<y<hi), 


pour le second anneau 
A 
O3 = E: (ER ot) (—h<y<0). 
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Si l’on sectionne l'anneau au moyen d'un plan axial diamétral 
et considère la condition d'équilibre de la moitié de l'anneau, l'on 


Fig. 298 


se convainc facilement de ce que le moment fléchissant M et la 
force normale W dans les sections de cet anneau sont nuls (fig. 298). 
Par conséquent, 


b-a h4 b-a 90 

N = | Gidzdy+ | | O2 dx dy =0, 
0 0 0 —h, 
b-a h4 b-a 0 

M — [ | ouy dr dy + \ | Ooy dx dy = Ù. 
U 0 0 —h 


Remplaçant dans ces équations 0, et 0:, trouvons 
ARCTERLS In 2 — ut — a) ]+ 
| +E[(na— #8) In — at (b— a) he | =0, 
E, [ (a+ p) In 2 ot Ga) À] + 
+E| ( —A + E o) In 2 + at (b— a) | =0. 
De là, nous trouvons, en excluant À, 


b—a | Gt(&y—&e) 


PR 5 (Er — Eh) ° 
171 22 - Ja 
Pa EduheGten UT ie) 


Tout comme dans le cas étudié plus haut, q atteindra sa valeur 
maximale si 
Eh = E,h2. 


Dans ce cas, l'angle cherché est égal à 
b—a 3t(xy—@o) 


P=—5- 


ne 2h) | 
a 


81. Ce capteur ne va pas travailler puisque la plaque bimétalli- 
que, encastrée aux extrémités, ne change pas de courbure sous l’ac- 
tion d’un échauffement uniforme. 

En effet, si la plaque était librement appuyée, elle s’incurverait 
sous un échauffement uniforme selon un arc de cercle. Dans le cas 
présent, sur la plaque agissent également des moments du côté des 
encastrements. Sous leur action, la plaque s'incurvera également 
selon un arc de cercle, mais dans une direction opposée (fig. 299). 


Fig. 299 


Avec cela, en imposant la condition d'égalité des angles de rota- 
tion œ, et æ. aux extrémités de la plaque, nous devons infailliblement 
exiger l'égalité des courbures des deux cercles, et cela signifie que 
les angles de rotation et les déplacements résultants sont nuls dans 
tous les points de la plaque (si la condition ®, — œ, est observée). 
Ainsi, une plaque bimétallique encastrée aux extrémités ne va guère 
s’incurver sous un échauffement uniforme. 

Par conséquent, pour que le système en question (fig. 76) réponde 
à l'objet de sa destination, il suffit, par exemple, de remplacer l’en- 
castrernent de la plaque par des appuis articulés. 

82. Sectionnons mentalement la structure et dans la section 
ainsi pratiquée appliquons des efforts internes M,, N et Q (fig. 300). 

Ces efforts donnent dans la section À un moment fléchissant 


Mn = M, + Qx + Ny. 


Le châssis ainsi sectionné va changer de courbure lors de l'échauf- 
fement. La variation de la courbure restera constante pour tous les 
points du contour du châssis puisque la température et la forme de 
la section transversale restent constantes. Mais s’il en est ainsi, 
l'action de la température peut être remplacée par l’action d'un 
cerlain moment équivalent M, appliqué dans la section pratiquée. 

Exigeons maintenant que les déplacements linéaires et angulaires 
des sections, les uns par rapport aux autres, i.c. déplacements dus 
au moment Àf, et aux forces Q et N soient égaux aux déplacements 
analogues dus à l’action des moments thermiques équivalents M,. 

Les moments fléchissants dus aux efforts unitaires (fig. 301) 
correspondants M,, Q et N auront les valeurs suivantes: 


1, x, y. 
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Nous obtenons ainsi 


| (Mo+Qr+Ny-1-ds = [ar,1.0s, 


| Mo+Qz+Ny)zds= | Mir ds, 


| Mo+Qz+Ny)yas= | Miyds 


= CC) © 


ou 


Mo— M9) | ds+Q | zds+N [yas=0, 
(Mo—M)) | zds+Q|ztds+N | yx ds —0, 
(Mo— M) | yds+Q | zyds+N | y2ds=0, 


de là trouvons les efforts: Q = N — 0, M, = M.. 
Par conséquent, le moment M, est égal au moment équivalent 
M, dû à l’action de la température. Cela signifie que la variation de 


Fig. 300 Fig. 301 


la courbure donnée par les moments M, sera égale à la variation de 
la courbure créée par la température. Ainsi, la courbure d'un châssis 
bimétallique au contour fermé, soumis à un échauffement uniforme, 
reste invariable. 

83. Tant que la poutre travaille dans la phase élastique, nous 
aurons 


et il y aura une dépendance linéaire entre la courbure et le moment ; 
cette dépendance restera en vigueur tant que la contrainte maximale 


182 


n’aura pas atteint la limite d’élasticité o4. Cela aura lieu pour 


ga = 42M ou “#1 a a 
él — pr Ymax Ea3 12 E nos | 


Respectivement pour chaque section nous aurons 
M : 
I. es —3,33-10 … 


M 
IL. 5 


= 2,36-10"4, 


M = 
UT. = 2,92.10"6. 


Pour un moment fléchissant plus grand que celui qu'on vient 
d'indiquer, il convient de considérer, dans une section transversale 
de la poutre, deux zones: une zone élastique (0 < y < ya) et une 
zone plastique (ya < y L Ymax) (ig. 302). 


Fig. 302 


Le moment fléchissant dans la section est donné par l'expression 
suivante 


Vé] Umax 
M=2 | oyb dy +2 | Caÿb dy. 
0 Vé] 


L'’allongement relatif sera e = y/p. Dans la zone élastique nous 
aurons © — Ey/p, tandis qu'à la frontière entre les deux zones, 
Ya — Cap/E. Ainsi, 


Ogp/E v 
0, 2 . b 24 + 9 O4] EE : 
Ea — p ai y y PS E y y. 
0 C&0/E 
Pour chacune des sections nous aurons, après intégration : 


[I M 1 Oe 1 Où p2 
EL PA PR ECO cé p? 
Ea3 6 E 3 ÆES a? 3 ÆE a 
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M _1 a. 1 De ho 1-34 NVT 
Le x D arcsina te 5 (5n) (5 — 2x?) V 1 — a? 


67 
Ca PL /— 
(a 2 3x). 


Sur la fig. 303 sont représentées les courbes M/Ea% — f (a/p). Dans 
chaque cas, pour a/p —+ œ, le moment M a une valeur limite (que 


III. 


g 2005 0,010 #OUIS 0029 0025 # 


Fig. 303 


l’on appelle moment de la rotule plastique). C’est cette valeur qui 
détermine la charge limite de la poutre. Respectivement, pour cha- 
cune des sections nous obtenons pour o4/E = 0,002 

Mitm _ Miim _ Miim _ 
I. —553  —0,0005, II. “53 - —0,000471, NL. = 0,000497. 
Si les sections n'étaient pas symétriques par rapport à l’axe horizon- 
tal, la solution serait beaucoup plus compliquée. Dans ce cas, il 
aurait été indispensable de déterminer au préalable où se situe l’axe 
neutre, en se basant sur la condition 


js éF = 0 


84. La rigidité en flexion dépend de la valeur du moment préa- 
lablement appliqué M, ou, ce qui revient au même, de ceci jusqu'à 
quelle profondeur s’est étendue la zone plastique dans la section, 
c'est-à-dire de la valeur de ya. 

Après l'application du moment M,, la courbure de la poutre va- 
riera dans un plan comme dans l’autre, et dans un point arbitraire- 
ment choisi ayant pour coordonnées zx et y apparaîtra un allongement 
supplémentaire 

Âe = Key + NyT, 


#- et X, étant la variation de la courbure de la poutre respectivement 
dans les plans yz et zæz. 
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Passons aux coordonnées sans dimensions n et C: 


On aura alors 
} 
Yei = + Né. 
Le rectangle b X hk se transforme en un carré 2 X 2 (fig. 304): 


ÂE — Xy + (En+ 0), 


où k — ET est une grandeur qui donne le rapport de variation 
des courbures dans les deux plans. Elle doit être déterminée à partir 
de la condition d'invariabilité du 
moment M, La droite Age — O0 ou 
kn + É —0 (fig. 304) divise les 
zones de supplément de charge et de 
décharge. Dans les zones hachurées, la 
contrainte reste égale à +ou et il n°y 
aura pas de contraintes supplémen- 
taires. Dans la zone non hachurée, 
la contrainte supplémentaire sera 


e Rss RSS 
RGO GONNA N 
* Re . ns. 


Ses 


b v RSR SOS SOS 
AG=EAe=Emr (ent). (1) PR 
/ 


Déterminons le moment supplé- 
mentaire par rapport à l'axe & en Fig. 304 
intégrant les moments élémentaires | 
situés dans les limites du trapèze 4 et du rectangle supérieur 2 X na: 


1 —ÀN 

l 
«= | | Ana an+ 
né] — 1 


Mél +1 k b h 
+ Ao---n:-- dt. dn. (2) 
0 


D'après les données du problème, ce moment est égal à zéro. 
A-près intégration, nous obtiendrons 


3? (1 — né) — 8k (1 + né) +6 (1— né) = 0. (3) 


De là on détermine k en fonction de ns. La relation (3) restera 
valable tant que la zone À représentera un trapèze. Or, pour k > 1, 
elle se transforme en triangle, et la droite kn + & = 0 coupe non 
pas le côté supérieur, mais bien le côté gauche du carré. Dans ce cas, 
dans l’équation (2) changera la limite supérieure de la première des 
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1 1/h 
intégrales indiquées, et au lieu de | , il faut écrire | . Avec cela, 


né] NE] 
l'expression (3) prendra la forme suivante: 


3h? (+ né) — 8% (++ ni) +6 (= nèi) = 0, 


d'où 14 — 3k%né — Skni — 6k°n — 0. Cette équation se trouve 
satisfaite pour Ana — 1/3. Par conséquent, 


| 
Re. (4) 


C'est-à-dire, pour 4 < 1/3, la valeur de k se détermine à partir 
de l'expression (4), tandis que pour nu > 1/3, de l'expression (3). 
Déterminons maintenant le moment M, pour k < 1: 


1 -hkn 
b b ] 
M,=2 | | Act. dt.dn+ 
né] —1 
Né] +1 L b ; 
+2 [Ac be dt. dn. (5) 
0 —1 


Après intégration, nous obtiendrons 
k3 3 1 
My= Ed y| Un) +6 (in) + (+ na) ], (6) 


où J, —b*h/12. 

L'expression entre crochets est toujours plus petite que l'unité 
et peut être appelée coefficient de réduction de la rigidité. Désignons- 
le par B. Pour une barre courbée se trouvant dans le stade élastique 
Nu = 41, k — 0 et B — 1. Au fur et à mesure qu'augmentent les 
déformations plastiques préalablement données, le coefficient $ 
diminue. 

Pour k > 1, la limite supérieure de la première intégrale dans 
l'expression (5) est à nouveau remplacée par 1/k et, alors, 


RS 1 3 1 1 1 
(nb) 54 nb) +5 (G + na) : 
après substitution de # = 1/3n«a (4), nous obtiendrons 


32 
P= 7 16 
expression juste pour a < 1/3. 
Pour 4 > na > 1/3, il faut, pour déterminer B, trouver au préa- 
lable la valeur de k à partir de l'expression (3); et seulement après 


cela, se servir de l’expression (6). Sur la fig. 305 est représenté le 
graphique de variation de $ en fonction de u. 
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Fig. 305 Fig. 306 


85. Tant que le moment M reste pas très grand, les surfaces de 
contact des rondelles ne se descellent pas. Dans ce cas, la courbure 


de la poutre va se déterminer d’après la formule ordinaire L an 


EJ 
64 M ; ; : 
= ED: La contrainte maximale de compression dans les rondelles 


sera 


g——#P } 2MD 
7 x (D2—d?) ni * 
La contrainte maximale de traction dans le boulon est égale à 


4P 32Md 
dr. nd? aa rD4 ° 


Les surfaces de contact dans la partie inférieure de la poutre commen- 
ceront à se desceller quand le moment Y atteindra la valeur de M. 
Avec cela, 

4P 32M,D 


D3 
AD — nù * Mi=P 


8(D2—d?) * 
Pour M > M,, les surfaces de contact se descellent partiellement et 
le problème requiert une nouvelle solution. 

Désignons par p le rayon de la courbure de l’axe du boulon 
(fig. 306). L'allongement relatif de n'importe quelle couche, se 
trouvant à une distance y de l’axe, sera composé de trois parties. 

La première partie représente l'allongement dû à la précontrainte 
du système. Pour le boulon, ce sera 


’ 4P 
bn * (1) 
Pour la rondelle 
; 4P 
Er  — En(De—d) : (2) 
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La deuxième partie e, représente l'allongement de l'axe que nous 
ignorons jusqu'à présent, obtenu à la suite de l’incurvation de la 
poutre (cette valeur est la même pour le boulon et pour les rondel- 
les). 

La troisième partie, y/p (la même pour le boulon et pour les ron- 
delles) représente l'allongement que subirait une fibre par suite ue 
l'incurvation de la poutre si l’axe de cette dernière ne s'était pas 
allongé. Aïnsi, nous obtenons 


, y , y 
Bb = Eb À € — Enr Te 


Les contraintes correspondantes seront 


o=—E(ei+e—À#) , GCr=E£E (er+e— À). 


Avec cela, la valeur de e, ne peut être que négative (compression), 
et c’est pourquoi dans l’expression pour 6, on aura 
y > Yi =P (8: + 60). (3) 


Ecrivons maintenant les équations d'équilibre : 


D/2 +d/2 
| O.dF,+ | Ob dFp = 0, 
Vi -d/2 
D/: +d/2 
| O,y dF,+ | Obÿ dF, = —M. 
vi 4/2 


Après substitution de 0, et ©, et intégration, nous obtenons 
(ei +80) Fi — + St + (ei +80) Fr = 0, (4) 
—E (6480) St+ 2 Jr+ Je M, 5) 
où F, et J, sont l'aire et le moment d’inertie d’une section du boulon 
par rapport au diamètre ; FF, S* et J? sont l'aire, le moment statique 


et le moment d'inertie de la section de travail de la rondelle, c'est-à- 
dire 


D/2 D/2 D/2 
Fr= | 4F,, St= | var, Jt= | war. 
V1 y1 V1 


Tenant compte des expressions (1), (2) et (3), ramenons l'équation (4) 
à la forme suivante 
, Si +y1(Fr—F;) 
MT ETES ” 


De l'équation (5), nous obtenons À — ten (Jy + Ji — nS*). 
Substituant ici à &, sa valeur tirée de (6), trouvons 


M , Fr+Fh 
RoHS) se (7) 
Plaçant cette même valeur de e, tirée de (6) dans l'expression (3), 
nous aurons 


4 ; Fr+Fh 
=, | S 
PT nUr+Fb—Sr ® 


Comme e, est donné et que F*, S*, J* dépendent uniquement de y, 
les expressions (7) et (8) peuvent être considérées comme étant une 
dépendance paramétrique de la courbure 1/p par rapport au moment 
M avec pour paramètre y,. Il est aisé d'exprimer au moyen de ce 
paramètre y, la contrainte maximale de compression dans les ron- 
delles ainsi que la contrainte maximale de traction dans le boulon: 


D 
(Fr + Fb) (us ——) 

Ocomp. r = ÉEr TT SES 

su (9) 
(Fr+Fy) ( her 

ya (FF + Fp)—S? 

Ainsi, le problème peut être considéré comme résolu. 
Les calculs doivent se faire de la manière suivante. Se fixant 


quelques valeurs de y,, déterminons d’après la formule (7) les va- 
leurs du moment A{. Lorsque le moment M ainsi obtenu coïncide 


| 

F* | 
+5) | 
A ) . | 


Otr. b — Er, 


/ 172 
Y 
LL 

Nr 


Fig. 307 


avec le moment donné, des formules (8) et (9), et pour y, correspon- 


dant, trouvons: _ Oo. et Op. 


« 


Il reste encore à écrire les expressions pour F?, S* et J*. Ces 
grandeurs se déterminent au moyen de l'intégration des expressions 


_ dF, ydF et y° dF 
sur l'aire de travail des rondelles (fig. 307). 
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Dans le cas I (—5> h > +), nous aurons 


* — ns — [5 —arcsin À Eu __ 2 SL 1-4 4 LS ]-<+ 
. y 3/2 
St =+ ni 4) , 


4 4 
= Z— arcsin ht + ( 1—8— Le )y1-4# He. 


Dans le cas II ( +>n>—+) , NOUS obtenons 


Fees Zu Vis 
en … en 1-4 4 


(aa) (ia), 
[+ — arcsin Eu Eu (1-8) v/1- — 


SPA arçsin 27121 2 ETS VA Lis 
— GA [+ arcsin “tt (1—8 dè 1—4 dE jÉ 


On peut aussi obtenir ces valeurs de façon numérique en calculant 


et 


10 20 30 Y0 50 60 70 50 50 100 


Fig. 308 


la somme des aires élémentaires de la section, multipliées par les 
premières et secondes puissances de y, c ’est-à-dire Fi —ZAF;,, 
S% = Zyn AFh, Jt—=ZyrAF, (fig. 308). 
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Dans les expressions (7), (8) et (9), la précontrainte du système 
est donnée par le facteur &; (2). Si P = 0, e; — 0 et alors évidem- 
ment [voir, par exemple, l'expression (7)], y, (F* + F,) — S* — 
(puisque M, généralement parlant, n'est pas nul). 

De là on peut trouver la valeur de y,. Ainsi, quand il n’y a pas 
de précontrainte, la position de la limite de descellement des rondelles 
(y1) ne dépend pas du moment fléchissant et se détermine au moyen 
de la relation donnée plus haut. Pour ee: << 0, la valeur de 
Y1 (FF + Fi) — S? doit rester négative. C'est pourquoi y, sera 
toujours plus petite que la valeur qu'elle aurait en l’absence de la 
précontrainte. 


III. ÉTAT DE CONTRAINTE COMPOSÉ 
ET THÉORIES DE RÉSISTANCE 


86. a) ae le cas représenté sur la ni 81, a le diamètre aug- 


mente de _. pd,, le volume diminue de pi 2 V. 


pe Dans le cas représenté sur la fig. a b le diamètre dimi- 


nue de:2 


—E pd,, le volume diminue de 2p ! IE y. 


c) res le cas représenté sur la fig. 81, c L diamètre diminue 
de ir pd, le volume diminue de 3p mL: V, V étant le 
volume initial de la cavité intérieure. 

87. Examinons une barre en bois (fig. 309). Dirigeons l'axe z 
le long des fibres, l’axe x, suivant la normale aux couches annuelles, 
et l’axe y, suivant la tangente à ces der- 
nières. Les plans des coordonnées coïn- 
cident avec les plans de symétrie élas- 
tique. 

L'’allongement relatif dans la même 
direction que l'axe z dépendra linéaire- 
ment des contraintes o,, ©, et o:, 
c'est-à-dire 


Ex = C0 + Ci20 y + C130 2 


Fig. 309 Cirs Cor C1 étant les constantes élasti- 
ques. 
Par analogie, l'on peut écrire: 


Ey = Co10x + CosOy + Co3O 2 


Ez — Ca10 + PS Ca0 y + CasO 2. 


Les angles de cisaillement sont proportionnels aux contraintes 
tangentielles correspondantes : 


Vuz — Coxtyz Vzx — Costrx Yxu — Ceëtxy: 


Il est aisé d’établir que d'après le principe de la réciprocité des 
déplacements Cis = Cour Cis = Cas Cas = Cao. Ainsi, nous obte- 
nons 9 constantes élastiques : Ciz,:Cios Cisr Cao Cogs Can Cu Css et 
Ce: | 
. L'on peut montrer que ces constantes élastiques sont indépendan- 
tes. Cette anisotropie qu'on vient d'étudier porte le nom d’anisotro- 
pie rhombique. 

88. Toute surface passant par les axes x, y ou z et ayant un même 
angle de pente par rapport à deux autres axes sera principale. 

Prélevons (fig. 82) de l'élément un nouveau parallélépipède élé- 
mentaire comme c'est indiqué sur la fig. 310. L’axe x’ est principal 


Fig. 310 
(ox = —Tt). Les autres contraintes principales s'obtiennent de la 
formule 
O,, 7 ©, 
Opr Rs pa T4 + Ty:° 
ou 


+ T‘ 5 " 
Op= + VW Er V2}, o'=—7, o"= +27. 
Ainsi, nous obtenons : 
Oy—2T, Oo—=—T, O3 —T. 


Ce problème peut aussi être résolu en se servant de la méthode 
générale de définition des contraintes principales, méthode connue 
de la théorie de l’état de contrainte à trois dimensions. Reprenons de 
cette théorie le déterminant suivant: 


Dans notre cas, 


13—0115 1493 


C'est pourquoi 


— T IT 
— 6 rt |—=0 
T T —0C 


ou 
Oo — 3r?20 — 2t$ =-0, 
de là trouvons les trois racines de l'équation : 
Oy=2T, Oo = —T, = — 7. 


89. Il faut montrer que dans le premier cas au moins une et dans 
le second cas, deux contraintes principales sont nulles. 

Pour ce faire, écrivons l'équation (A) (p. 193) sous la forme sui- 
vante : 


oo —J,02:J,60—J3=0, 
où 
J; —=0,;+0,+0:;;, 
Ja = 0,0, +0,0: +0,0, — En mn 
Ox Txy Txz 
J3 = | Tyx Oy Ty 
Tix Ty Oz 
sont les invariantes de l'état de contrainte. 


D'après les propriétés du déterminant, on aura dans le premier 
cas 


Ox Try Tr: 
Ja=| ko key ke |=0, 
Te Ty  O: 
et une des racines de l’équation cubique devient nulle. 
Dans le second cas, J, — 0 et J, = 0 et, par conséquent, deux 
racines de l’équation cubique deviennent nulles. 


Se servant de ces considérations, l’on peut directement dire que 
l’état de contrainte suivant 


800 200 400 
200 50 100 
400 100 200 


est monoaxial. 

90. Les deux états de contrainte sont dangereux au même degré. 
En effet, le travail effectué par les contraintes normales dans le 
premier cas sera égal au travail réalisé par les mêmes contraintes dans 
le second cas. Il en est de même pour ce qui est des efforts tangen- 
tiels. Par conséquent, l'énergie interne sera aussi la même dans les 
deux cas. Dans le cadre de la théorie énergétique de résistance, il 
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s'agit là de la condition d'après laquelle des états de contrainte re- 
présentent un même danger (condition d'équivalence des états de 
contrainte) et ce, indépendamment de quelle théorie de résistance 
il s’agit : la théorie de résistance de l'énergie de changement de forme 
ou la théorie de résistance de l'énergie totale. 

91. Etudions l’état de contrainte d'un élément prélevé du cylin- 
dre à une distance x plus bas que le niveau du liquide (fig. 3114). 


Tia 


Tia 


YA 
2} 


Fig. 311 


La contrainte o’ est constante tout au long de la génératrice et est 
égale au poids du liquide y LE H divisé parl’aire de la section normale 


du cylindre: 
Hd 


o'—=Y-— 3h ; 
Plus haut que le niveau de liquide, ©” = 0 et plus bas, 
oc” = PO — REA 
2h 2h 


La contrainte équivalente sera Déq = O1 — Os. Par conséquent, 
pour 6’=>0” nous aurons Céq = 0’ —0 = 0”. 
Pour c oo” nous obtenons 


Oéq — Oo" —0 = 6”. 


Ainsi, pour 1<+ 


pour z>À 


Sur la fig. 311 on a montré l'épure de o4. Cette épure présente une 
discontinuité pour zx = F , Ce qui s'explique par le fait que dans ce 


point les surfaces correspondant aux contraintes o, et &, changent de 
places. L’épure de Oéq obtenue d’après la théorie énergétique de 
résistance est représentée en pointillé sur la fig. 311. 
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92. Examinons l’état de contrainte des points du cylindre situés 
sur la génératrice d'en haut (4) et sur celle d'en bas (B) (fig. 312); 
ici, o, et o, sont les contraintes dues à la pression p, ou la con- 
trainte de flexion. 

Il est aisé d'établir que 


pd 
PR? 
j pd 
Op 5 (1) 
, 4M 
OM ? 


et puisque 20, = 0%, aussi bien dans le point À que dans le point B, 
on aura pour 


[Car | < Op 
la condition suivante: 
Céy = O1 — O3 = Op — 0 = 0;. 

Mais si | om | > 0>, on aura dans le point À 

Cég — O1 — Os = (0p + Om) — 0 = 0, + où, 
tandis que dans le point B 

Céq —= O1 — O3 = 07 + (OM — Op) = 0» + Ov. 

Par conséquent, dans tous ces cas, les points À et B représentent 


le même danger. Sur la fig. 313 on a représenté le graphique de la 
dépendance de o44 de oy. 


W M 


LA 
D 


HT — »-7 
T G 0 G 
1234 SE 7Tn 
Fig. 312 Fig. 313 


Les valeurs de o;,, o; et om se déterminent au moyen des expres- 
sions (1). Pour | om| << 0», le taux de sécurité du système ne dépend 
pas de la valeur du moment appliqué M. Cette conclusion découle 
de la théorie de résistance des contraintes tangentielles maximales 
qui exclut le rôle de ©, c'est-à-dire le rôle de la contrainte principale 
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intermédiaire. Selon la théorie énergétique de résistance, os4 dépend 
du moment M d’une manière continue. Le graphique de la fig. 313 
montre cette dépendance (courbé en poin- 
tillé). 

93. La solution présentée à la page 39 
n'est pas juste puisque le calcul des con- 
traintes 0. et 6, n’y est pas correct. Etudions 
la condition d'équilibre d'une partie de la 
sphère (fig. 314): 


Pan (R—+)"— per (R ++) = 0,271Rh. 


Dans les conditions ordinaires la gran- Fig. 314 
deur 2/2 entre parenthèses est négligeable 
par rapport à R. Il n'est pas permis de le faire ici puisque p; 
et p, sont grandes et la différence entre elles, petite. C’est pourquoi 


(pa — pe) R?—(p1 + p2) Rh + (pi — p2) Le = 0,2Rh. 


Dans le premier membre de cette équation, on peut négliger le 
troisième terme. 

Si la différence entre p, et p, était très grande, on aurait aussi 
négligé et le second terme, mais il n’est pas permis de le faire main- 
tenant. Ainsi, 


— Do) R 
nee AS, un 
Oég= PE R— EE + p, 2510 kgf/em?, 
Dei 3000 
RG TD — 88 


94. Désignons par p, la pression de contact agissant sur la sur- 
face de contact entre le cylindre et le tube et déterminons les contrain- 
tes principales pour les deux éléments. 

Pour le tube (fig. 315), nous aurons en nous basant sur les condi- 
tions d'équilibre 

h 
SP:  —p en . 

Sur la surface interne les deux autres contraintes principales 
seront —p et —p,, aussi, l’allongement relatif du pourtour du tube 
sera 


1 
Etube — tie [O — Uture (— P— p1)], 


Etuve et Uture étant le module d’élasticité et le coefficient de Pois- 
son du matériau dont est fabriqué le tube. Après substitution de ©, 
nous obtenons 


1 R R+kh 
Etube = — BE — LED + piune (p + ps) |: 
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Pour le cylindre, nous aurons 
1 
cp [—Pi—Me(—p—p:)l. 
Or, etune — &; de cette condition trouvons p,: 


{ R 

Re. (5 +1—iube )+ Êe 

= tube h Ee 
Enibe Vu DER Ec 


ENS 


Fig. 315 


De l'équation de & nous obtenons en excluant p,: 


1—2Utube _ 1—2Ue 
E tube E C 
1 


R 
C=p—— 

k R 1—hUe 
Etube ( h +lutube) + Ec 


Supposons que 
1— 2Uitube M —2Ue 
Etube Ece 
Il est alors aisé de montrer que p, > p et que & >> —p. Par consé- 
quent, 


O1 = 0, 
O2 = —D, Oég — 01 —0O3—0 + Di, 
Os — — Pa 


1— 2btupe 1—2Ue 
a R Etuhr Ee 
SE 2 er à er PE CT 
( h + UHtube )+ Ec 
Comme R/h est beaucoup plus grand que l'unité, 


1— 2Utube __ 1—2Ue 
Etube Ec d 


E tube 


Oéq — PEtube ( 


et alors la condition d’apparition des déformations plastiques dans 
le tube peut être écrite sous la forme suivante 


1 — 2Utube 1—2 
PEtube (ee nr ] = Cl. 
. 1—2Utub 1—2u 
Si une C 
Erube — Æ - 
n’y aura pas de contact entre le tube et le cylindre et les deux 
corps vont se déformer indépendamment l’un de l’autre. 
Pour avoir une idée de l’ordre de grandeur de la pression p, résol- 
vons un exemple numérique. Soit un cylindre en acier 


Ec = 2-*109 kgf/cm*, ue = 0,3. 


, NOUS aurons p;, << p. Dans ce cas, il 


Pour un tube en verre organique, on a les données suivantes 
Etube = 3-10° kgf/cm?; liube = 0,35 ; 
Ca = 750 kgf/cm°. 
Les calculs donnent 


Oe 
D = ——"#t" = 2550 kgfiem?, 
1— 2Utube — E— (1—2Uc) 


Ce chiffre est approximatif puisqu'on n’a pas tenu compte du change- 
ment des propriétés du verre organique sous l’action de la pression 
et que la valeur de ur. n'a pas été donnée d’une façon suffisam- 
ment précise. 

95. Les extrémités du fil incurvé vont être repoussées à l'exté- 
rieur par les forces de pression, et cela servira à le tendre. Si l’on 


Selon AA 


Fig. 316 


maintient le fil dans son état incurvé, les forces qui tendent à le 
repousser seront égales au produit de la pression p par la valeur de 
l'aire non compensée F (fig. 316; AA est la section la plus déviée 
de l’axe). L'aire F ne peut, manifestement, pas être plus grande que 
l'aire de la section du fil. 

Si le fil est parfaitement flexible, il prendra tout entier une 
forme droite et ne connaîtra pas de traction (# = 0). Sur la fig. 317 
est représenté l’état de contrainte pour ce cas. 
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Si le fil possède une certaine rigidité en flexion, il ne prendra pas 
entièrement une forme droite et on observera dans le fil une certaine 


Fig. 317 


ris pF. De plus, des contraintes de flexion apparaîtront dans 
e fil. 

96. La procédure décrite pour l’expérience n'élimine pas l’in- 
fluence du changement de volume. Le changement relatif de volume 
de la cavité interne du récipient est égal à la variation relative de 
volume du matériau dont est fabriqué le récipient. C’est pourquoi, 
pour déterminer la valeur juste du coefficient de compressibilité, il 
faut ajouter au coefficient obtenu d’après la procédure décrite le 
coefficient de compressibilité du matériau dont est fait le récipient. 

La variation de volume mesurée au ménisque du mercure D est 
égale à | 
| AV = AVc— AV,, 

AVc étant le changement de volume du liquide C, AV,, changement 
de volume de la cavité interne du récipient. Ainsi, 


AVc=6cVp, AV = AV p, 
AV 
AV = pV (Bc—B4), Bc=-7 + Pa; 


B« est le coefficient cherché de compressibilité du liquide, B,, le 
coefficient de compressibilité pour le matériau du récipient, V, le 
volume de la cavité interne du récipient. 

Par conséquent, l’on ne peut négliger le changement de volume 
du récipient que dans le cas où B4 & Bc. 

Par exemple, pour le verre on a 


BA = 0,25.10-5 atm-1. 


Le coefficient de compressibilité pour les liquides varie dans de 
très grands intervalles et a les valeurs suivantes : 


MEICUTÉ. LL LS Le ne NS s He 0,38 - 10-5 atm-i, 
AU... 5 du DS 8. du 2 ao uee 5,0 + 10-5 atm”i, 
alcool . .... .... . . . . . . . 7,6 - 108$ atm”i, 
éthe . . . . . . . . . . . ST 14,5 + 102 atm-1. 


Par conséquent, la correction B, a une importance considérable 
pour les liquides peu compressibles. 
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97. La seconde barre supportera une sollicitation plus grande. 

En effet, la destruction de la barre sera précédée, dans le pre- 
mier cas, par la formation d’un collet, et la rupture aura lieu pour 
une aire sensiblement réduite de la section transversale dans la zone 
de destruction. Dans le second cas, par contre, le collet ne se formera 
pas ou presque puisque les parties épaisses gêneront le cisaillement 
suivant des plans inclinés par rapport à l’axe de la barre. La destruc- 
tion aura lieu sans rétrécissement de la section transversale. 

Si le matériau dont sont faits les échantillons n'était pas plasti- 
que mais cassant, le premier échantillon ne serait pas alors plus fra- 
gile que le second et serait même plus résistant pour certains maté- 
riaux très sensibles aux contraintes locales. 

98. Pour réaliser un cisaillement pur homogène, c’est-à-dire un 
cisaillement sous lequel les contraintes restent constantes dans tous 
les points d'un solide, l’on peut proposer les procédés suivants: 

4) La torsion d'un tube mince droit (pas nécessairement de forme 
ronde) ayant une épaisseur constante des parois (fig. 318, a). 


Fig. 318 


2) La soumission d’un cylindre aux parois minces à une sollici- 
tation sous forme de pression interne p agissant simultanément avec 
une compression axiale par une force P = 0,75prxd. Avec cela, à 
une distance suffisamment éloignée des extrémités, les contraintes 
axiales de compression seront égales aux contraintes tangentielles 
de traction (fig. 318, b). 
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3) La soumission d’un cylindre aux parois minces à une sollici- 
tation sous forme de pressions externe p et interne p (1++) 


(fig. 318, c). Les parois d’un tel cylindre seront comprimées selon 
la normale à la surface médiane par une contrainte p et soumises à 
une traction tangentielle par une contrainte identique. Le cylindre 
ne connaîtra pas de traction dans une direction parallèle à l'axe. 

4) La soumission d’un parallélogramme articulé comportant une 
plaque fixée à l’intérieur, à une traction à l’aide de forces dirigées 
selon les diagonales P. Pour des éléments relativement rigides du 
parallélogramme, on a 


_ 
ah y? 


h étant l'épaisseur de la plaque (fig. 318, d). 

Dans les zones situées au voisinage des extrémités, l'état de 
contrainte dans tous les cas énumérés sera, dans les conditions réel- 
les, quelque peu différent du cisaillement pur. 

Un cisaillement pur non homogène, c'est-à-dire sous lequel la va- 
leur des contraintes ne sera pas la même pour tous les points du 
solide, se réalise, par exemple, lors de la torsion d’une barre pris- 
matique ayant une forme arbitraire de section transversale ou, lors 
de la soumission d’un tube très épais à une sollicitation sous forme de 
pression interne p (fig. 319). : 


Fig. 319 


99. Le seul procédé connu à l’heure actuelle pour réaliser une 
traction uniformément répartie de tous côtés est le suivant : 

Un globe homogène, plein, préalablement refroidi, est soumis à 
un échauffement rapide. Dans ces conditions, on aura au centre du 
globe l'état de contrainte en question. Pour étudier les propriétés 
d'un matériau dans cet état de contrainte, par exemple pour 
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déterminer la caractéristique appelée caractéristique d'arrachement, 
ce procédé n’est malheureusement pas utilisable. 

Une traction de tous côtés (mais non uniforme) apparaît dans la 
partie centrale d'un échantillon: la zone de la gorge d'un échan- 
tillon cylindrique se trouvant en traction 
(fig. 320) *). 

100. Ce phénomène est plus facile à expliquer 
en partant des positions de la théorie de résis- 
tance. 

Complétons la sollicitation externe agissant 
sur la barre avant la soumission de cette der- 
nière à une compression de tous côtés (fig. 321), 
en ajoutant et en retranchant des efforts axiaux 
pF(F est l'aire de la section de l'échantillon). 
D'après la théorie des contraintes tangentielles 
maximales et la théorie énergétique, une pression 
exercée de tous côtés n’aura pas d'influence sur 
l'apparition des déformations plastiques. La trac- 
tion axiale, quant à elle, donne une rupture Fig. 320 
avec formation du collet. 

Ce phénomène peut aussi être expliqué en partant des positions de 
la stabilité des formes d'équilibre. Si pour l’une ou l'autre raison 
on observe un rétrécissement local d'une barre, il y aura une force 
axiale de traction égale au produit de la pression parla différence entre 
les aires F, — F,, où F, est l'aire de la section transversale de la 
barre dans une zone éloignée du rétrécissement local ; F;, l'aire de la 
section transversale dans l'endroit du rétrécissement. L'apparition 
d’une force de traction conduit au développement ultérieur du col- 


Fig. 321 


let, provoquant à son tour une augmentation de la force de traction 
suivie de la rupture. 

101. Les observations faites ne peuvent pas servir de raison pour 
nourrir des doutes quant à la véracité de la solution. 

La courbe de traction (fig. 94,a) a été obtenue pour le cas d’un 
état de contrainte monoaxial. Par contre, dans la zone de la gorge, 
à l'exception des points situés près de la surface, l’état de contrainte 
est triaxial. Les contraintes tangentielle et radiale sont des contrain- 
tes de traction. C'est la raison pour laquelle la contrainte axiale 
atteint ici des valeurs plus grandes que o«. 


*) L'on suppose que le rayon du contour de la gorge est commensurable 
avec le diamètre de l'échantillon. 
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102. Les points 4 et B (fig. 322) situés sur le contour de l'ori- 


fice. 
d 
(À 
2 
LU 


Fig. 322 


Q à 


103. Lors de la résolution de ce problème, la combinaison des 
données citées plus haut relatives aux contraintes locales respective- 
ment pour les forces et pour les moments, ne conduit pas à un résul- 
tat positif et il faut donc s’y prendre de la manière suivante. 

Examinons, pour commencer, l’état de contrainte des points du 
cylindre éloignés de l’orifice (rectangle abdc, fig. 323,a). De toute 


Fig. 323 


e 2M P e 1 e- 
évidence, *T AR 0. Les contraintes principales ©, et 


©: s’obtiennent de la formule suivante 
(e] 1 —— 
O1 : 3 Sr +  V 02 +4. 


La surface dans laquelle agit la contrainte maximale 0, est inclinée 
sous un angle & par rapport à l’arc du cercle normal. D'après les 


propriétés de l’état de contrainte bidimensionnel (voir fig. 323, b), 
e : 3 2T 4M 
cet angle se détermine de la relation tg 2x — pe 
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Maintenant à l'aide des plans principaux, prélevons du tube 
un tronçon efgk comprenant l’orifice en question ainsi que la zone 
des contraintes locales avoisinante à ce dernier (fig. 323,c). D'après 
les données dispensées dans des guides *), nous aurons pour un tel 
type de sollicitation d’une plaque perforée Gmax = 30° — 0”, 0° 
étant la plus grande et c”, la plus petite des contraintes considérées. 
Dans notre cas, 


O—04, O"—0O3 Omax =0-—+ 2 V 02+ Ar. 


Cette contrainte apparaît aux bords de l'ouverture aux extrémités 
du diamètre parallèle à l’axe 3 (les points À, fig. 323, c). 

104. Ce problème se rapporte aux problèmes les plus simples de 
la théorie des déformations plastiques restreintes. Pour sa résolution, 
il est indispensable avant tout de transformer la courbe o — f (e) 


en tT= (y). .  . 
Conformément : la théorie de la plasticité, entre l'intensité des 
contraintes 


GO; — me CR EC ETEECE, 


et l'intensité des déformations 


Ey= 12 V (e2— 63)2 + (85 — 21)? + (8 —e2)° 


existe, pour un matériau donné, une dépendance fonctionnelle dé- 
terminée 


Or — DO (ei), (1) 


invariable pour tous les états de contrainte. En particulier pour la 
traction, quand 


O1—=0, O2—03—=0, 0, =0, 
Ej==E€, Er —E€3 — ME, = (1+p)e. 

Si l'on pose u—=0,5, e, —e. En torsion, 
OT,  O2=0, O3=—71t, 0o=W3+ 


=, &) = 0, E3 = — , ue 


na 
2 
Or, d'après l'expression (1), 


o=O(e), V3=0 (5). 


*) Une enveloppe cylindrique peut être considérée, dans la zone de l'ori- 


fice, comme une plaque si pYV/Rh<0,1, p étant le rayon de l'orifice, R, le 
rayon du cylindre et , son épaisseur. 
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La première de ces équations est l'équation de la courbe de traction 
du matériau. Par conséquent, la transformation de cette courbe se 
fera à l’aide d’une simple substitution de + V3 à © et de v/V 3 à e. 

Sur la fig. 324 on a montré un exemple d’une telle transformation 
de la courbe. L'angle de torsion 8 en fonction du moment M se dé- 
termine tout comme la variation de la courbure dans le problème 83. 


o c 
1 
Ü 

0 , IE Y=SVT 
Fig. 324 


L'angle de cisaillement y à une distance p de l’axe de la poutre sera 
d 

V=P0, Ymax = 7 0; (2) 

d étant le diamètre de la section. Le moment de torsion est égal à 


d/2 
M = 2n | Tp* dp ; 


or, comme la distance p = £ — , On aura 
max 


ni Vmax 
M = 4ys | Ty’ dy. (3) 
max 0 


L'intégrale figurant dans cette expression est le moment d'inertie 
du triangle curviligne OA B parrapportà l'axe des ordonnées (fig. 324). 
Ainsi, la détermination de la dépendance cherchée se fait de la ma- 
nière suivante. S'’étant fixé la valeur de y,2+, déterminons le moment 
d'inertie du triangle OAB. Ensuite, d’après les formules (2) et (3), 
déterminons 6 et M. En effectuant cette opération pour un certain 
nombre de valeurs de Ymax, on peut construire la fonction cherchée. 


IV. STABILITÉ 


105. La longueur de la partie supérieure libre de la barre est 
égale à 


A VE 
€ 


Pour cette partie, l'existence d’une forme d'équilibre avec un 
axe curviligne est possible si 


P> r2EJ 
P\2: 
ni Loue 2 
tandis que pour la partie inférieure de longueur À = P/c, pour 
an? EJ 
P \2 
Ka 
Désignons 
À __P ET 
Te Pr me Po: 


Les conditions d'existence des formes curvilignes d'équilibre don- 
nées plus haut prendront alors la forme suivante 


1 
P(—-P} > Po 
1 
P° > 4Ps- 1) 
Comme À < !, on aura 0 < p < 1. Construisons sur cet inter- 
valle de variation de p la courbe des fonctions p (1 — p}° et p° 
(fig. 325). De cette courbe et des relations (1) on voit que pour as- 


surer que la barre reste stable, il faut satisfaire les conditions sui- 
vantes : 


1 4 
Z Po 37 et 4p>1, 


de Jà 


16 
Po 57 : 


Or, plus haut on a établi que 


NET 
Po Fo l3c ? 


ainsi, la rigidité du ressort c doit être plus petite que la grandeur 
suivante: 

27 nEJ 

16 43 


106. Examinons le contour d’une plaque en flexion (fig. 326). 


Fig. 325 Fig. 326 


Les équations différentielles de la déformée pour la première 
et la deuxième partie de la plaque seront, pour une force P dirigée 
en bas: 


EJy; + Py, =0, 
EJy; — Py: = 0. 
En désignant _. = «°, nous obtenons 
yi+ay=0, y;—aœ?yr—0, 
d'où 
Yi = A,sin az -—+B,cos ax, 
ÿ2 = À, sh ax + B, ch ax. 
Les constantes se déterminent. des conditions suivantes: 
1) pour z=0 yi=0, 
2) pour z=l yi=y, 
3) pour z—Ù yi—=y. 
&) pour z=0 y, —=0. 
De la première et de la dernière condition, nous obtenons 
B;, = 4: = 0, 
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de la seconde et de la troisième, 
A, sin œil — B, ch al, 
A, cos œl 2 B, sh al, 
d'où il découle que 
tg alth al=1 (1) 
ou 


al=0,938, Per 


Si la force P est dirigée en haut, le signe devant «&° se transforme en 
son inverse et l'équation transcendante (1) prend la forme suivante : 
tgialthial—1. 


Or, tg ial — he, tandis que th ial — i tg œl. C'est pourquoi 


nous aurons 


tg al th al — —1, 
de là 


al=2,35, Per ET. 


107. Considérons une barre incurvée après l'avoir débarrassée de 
l'appui supérieur (fig. 327). Désignons par P, la 
réaction verticale de cet appui et par @ sa réaction 
horizontale. 

La première question à se poser ici est une 
question concernant la valeur de ces réactions. La 
force Q se détermine de la nullité des moments par 
rapport au point À, ce qui donne 


Q=P+. 


Avant le commencement de l'incurvatlion, la 
force P, — P/2. Comme la déviation par rapport 
à la forme rectiligne peut être prise aussi petite 
qu'on veut, on peut supposer que sous l’incurvation 
la force P, soit égale à P/2 (voir solution du pro- 
blème 109). Etablissons maintonant les équa- 
tions différentielles de l'axe incurvé par parties: 


Fig. 327 


” l 
Elÿi=Pyn—Qz (0<:<—), 


” l 
EJy= Pays Qz—P(ys—f) (5<z<i), 
ou, autrement, 
Î 


Yi — L'Yi — — 2u?— T, 


Ya + Ye = — 2? x + 2atf, 
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avec 


_._ P 
| 2EJ * 


Résolvant ces équations, nous obtenons 


y=Asharzt+Bchaz +, 


œ? 


y, = C sin ax + D cos ax — SL 740. 


Pour z=—0, y; =0, 
pour z=— 1/2, y=ys=f et y: —y:, 
pour æ—Ù, y: —0. 

Par conséquent, 

1) B=0, 


2) Ash + Bch +f=f. 


3) Csin + Dcos += f, 


al al | 2 al .. al 2j 
4) Aach ——+ Ba sh — ++ = Ca cos —— Da sin —- — =, 


5) Csinal+Dcosal=0. 


De l'équation 2) il découle que À = 0 (i.e., la partie supérieure de la 
barre ne connaîtra pas d'incurvation). Les trois dernières équations 
prennent la forme suivante : 


al .. al 4f 
Ca cos ——— Da sin ——=0, 


C'sin al+ D cosal=0. 


Dans le cas où le déterminant de ce système n'est pas nul, toutes 
les constantes C, D, f sont égales à zéro. On aura alors y, =: y, — 
et la barre reste rectiligne. La solution peut être non nulle si le 
déterminant n'est pas égal à zéro. Cela donne la possibilité de trouver 
la force critique P : 


al a 
sin cos—— 0 
al ; & [—0( 
Œ COS —— —ASIn—- ns à 
sin œl cos al 0 
de là, 
Sn2EJ 
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Si l'extrémité supérieure de la barre avait la possibilité de se dé- 
placer selon la verticale, la force critique serait un peu plus de quatre 
fois moindre: 18,7EJ/l. 

108. Mentalement, enlevons du boulon l’écrou et considérons les 
efforts agissant sur le boulon et sur le tube. Sur la fig. 328 sont 
représentés les axes du boulon et du tube après le 


flambement de même que les efforts internes P, Q PuP 

et M,. De toute évidence, on aura pour le tube | ÿ 9 
Mt = Py, — Qz — M, 74 | 

et pour le boulon % 


M1 — —Py; + Qx + M. 


Les équations différentielles des déformées du Tube 
tube et du boulon seront : 


ET iyi + Py =Qxz+M, 
Es oy3 — Pye = —Qxz— Ms. 


Z 
Introduisons les notations suivantes: Fig. 328 
P 2 P 3 
ES" Egg 


nous aurons alors 


” M 
+ ay = < air + Mo 0, 


Résolvant ces équations, nous obtenons : 


Yi = A, sin ar + BP, cos ar + © +0, 
Ye = A2 Sh &or + Bech ar + + +. 


Les deux derniers termes dans les deux expressions ne sont rien 
d'autre que les solutions particulières des équations. Les constantes 


Ar Bis Aos Bo, Q et M, se déterminent des conditions suivantes : 
pour x = 0 


yi=0, y: =0, yi=y;, 
pour z=l 


yi=0, ys=0, y; =y. 
Des trois premières conditions, trouvons 


M 
Bi=Bi= "5, Adi (1) 
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Les trois dernieres conditions donnent 


À, sin œil + B, cos ui+< 14 20 — 


As sh al + B, ch a+ 140 0 
Ac, cos œil — Ba; sin ail — Ac ch œol + Bo sh œol. 


Mettons dans ces équations les expressions de B,, B, et À, tirées de 
(1). On aura 


A,sin a+ Q 7 D (4 — cos &il) — 
A = sh ol + = + 2 L (1— ch œ&l) — 


Ait, hu œil — ch &ol) + Fe. (@, sin œil + @ sh œol) = 0 
Egalant à zéro le déterminant du système, nous obtenons 


sin œil L 1—cosa,l 


—— 


= sh œol l 1—cho,l —0, 
&(cosa;l—chaæ:l) O «;sin œil + @: sh œol 
de là 
22429 (ch z, COS Z4 — 1) — (25 — 7?) sh z, sin z4, (2) 


avec z, = œil, z, — œ&l. Pour un rapport donné des rigidités, on 
peut exprimer z, par z, et, ensuite, en résolvant l’équation transcen- 
dante (2), déterminer la force critique P de serrage. 
En particulier, pour E,J, — E,J, --= EJ, nous aurons z, — z; — 
— zet, dans ce cas, ch z cos z — 1, d'où 
DR D es 


L2 2 


109. On peut affirmer que la forme de la déformée d’une barre 
incurvée sera, sous une force de compression donnée, la même et co 
indépendamment des causes qui ont créé cette force de compression. 

Pour une déviation donnée de la barre par rapport à la position 
rectiligne, la force qui comprime la barre doit, dans tous les cas, 
être la même. Réduisant de façon illimitée la courbure de la barre, 
nous en arrivons infailliblement à cette conclusion-ci que pour la 
barre étudiée la force critique sera la même dans le cas ordinaire 
quand la barre est sollicitée par un poids mort tout comme dans le 
cas présent, où il s’agit d’une action thermique. 

On peut aussi raisonner de la manière suivante. Le moment flé- 
chissant dans la barre est proportionnel à la première puissance de la 
flèche y, tandis que le changement de la force de compression a lieu 
lors d'un déplacement vertical proportionnel à la seconde puissance 
de la grandeur y’. Par conséquent, la valeur de y peut toujours être 
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choisie suffisamment petite pour que l’on puisse se permettre de ne 
pas prendre en considération le changement de la force. 

110. Une approche formelle au problème du choix de la fonction 
d'approximation peut donner un résultat fort loin de la réalité. 


ÿ 


Fig. 329 


Ainsi, par exemple, supposons que la forme de la déformée d'une 
barre aux appuis articulés soumise à la compression (fig. 329) est don- 
née par la fonction suivante: 


y—4A (sin + — sin = ) (1) 


Pour m — œla fonction adoptée se rapproche de façon illimitée de 
la valeur exacte de la fonction qui exprime la forme de la déformée, 
c'est-à-dire 

AT 

TL e 


La force critique P calculée à partir de cette fonction au moyen de la 
méthode énergétique s'avère égale à: 


l 
EJ \ y"? dx 
P ti 1m n°EJ 
CR eee cp 2 12 
\ y” dx 
0 


Ym-v0 = À Sin 


et, pour m — co, comme on le voit, s'éloigne indéfiniment de la 
valeur exacte. 

La particularité de la fonction (1) réside en ceci qu’elle reflète 
bien la forme primitive de la fonction y, mais diverge nettement 
d'elle pour ce qui est la seconde dérivée, c'est-à-dire par rapport à 
l'expression qui donne la courbure. 

Cet exemple est instructif en ceci qu'il permet de mettre en 
relief une règle générale : quand on choisit la fonction d'approxima- 
tion, il est indispensable de veiller aussi au degré d'approximation 
de ses dérivées, y compris sa dérivée supérieure figurant dans l'ex- 
pression de l’énergie. 

111. Résolvons d’abord un problème auxiliaire. 

Soit une barre aux appuis articulés, de longueur l, sollicitée par 
une force de compression NV et des moments M, et M, (fig. 330, a). 
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L'équation différentielle de la déformée de la barre sera 
EJy” — Mo — Rz — Ny, 
R étant la réaction des appuis. Nous obtenons ensuite 


y = Asin az+ Bcosaz+ (M, Ra), (1) 


avec a°— N/EJ. 
De toute évidence, pour z—0 et pour x — !, le déplacement 
y — 0. Supposons en outre que pour zx = 0, y’ -:0. Se servant de 


Fig. 330 


ces conditions et tenant compte du fait que 
Mo—M 
R — 0 1 : 
excluons de l’expression (1) les grandeurs À, B, M,et R. Nous aurons 
alors 
__M3_(Î—cos al) (al—sin al) F 1—cosar  ar—sin«r 

y EJa? al cos ai — sin al 1— cos œl al— sin al 

La valeur du moment M, reste indéterminée. 
L'angle de rotation de la barre à l'appui de droite sera égal à 


M, —2+2coscal<+al sin al 


Baye = EJa &l cos «l—sin al ° (2) 


Si l'effort N n’est pas un effort de compression mais de traction, 
il faut remplacer & par ix, cos al par ch al, sin œl par à sh al. L'ex- 
pression (2) prendra alors la forme suivante 


p= — M, —2+2chal—alshal (3) 
en EJa ai ch al —sh al ï 


Revenons maintenant ausystème de barres en question (fig. 330, b). 
La barre horizontale inférieure est comprimée par une force V, — 
= P\cotg p, tandis que la barre supérieure est étirée par une force 
N, = P/sin ®. 
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Dans le point d'application de la force P, les déplacements de 
l'une et l’autre barre sont, à une valeur d’un ordre supérieur de peti- 
tesse près, égaux à zéro. Les extrémités gauches des barres sont encas- 
trées. Par conséquent, le schéma d'une barre encastrée et articulée 
(fig. 330, a) correspond aux conditions d'ancrage et de chargement 
des barres qui composent le portique en question. Il ne reste qu'à 
satisfaire aux conditions de jonction. Ces conditions se ramènent à 
l'égalité des angles 0 ainsi qu’à l'égalité des moments dans le point 
commun. 

Recourons aux expressions (2) et (3). Remplaçons «œl par «al, 
dans la première de ces expressions et par @&.l. dans la seconde. 
De toute évidence, 


: P cotgp __ d V P 
hi EJ le = COS P EJ sin * (4) 


Comme dans le point de raccordement les moments sont dirigés à la 
rencontre l’un de l’autre, dans l’une des expressions (2) ou (3), le 
signe précédant M, doit être remplacé par le signe inverse. Egalant 
les angles 6, nous obtenons l’équation transcendante suivante : 


1  —2+2 cos ali + œil, sin œily 1 — 242 ch œolo — Golo Sh Gole 
CAR Œuls COS Guls — Sin Œylg Golo COS P Golo Ch Golo — Sh Colo 


A cette équation s’ajoute la relation suivante 
CA — Lolo cos?/2 ®. 


En déterminant pour quelques valeurs de œ la grandeur «,l, = 


= V/ÉÉ cote 9, - cotg p, nous obtenons le tableau suivant : 


Perl? 


ET 0 | 5,55 | 11,46 | 18,21 | 26,57 | 38,08 | 56,18 | 91,37 | 196,9! oo 


112. Supposons que le point À est sorti du plan BCDE. Appli- 
quons sur les poutres BD et CE dans le point À des efforts P, (fig. 331), 
après quoi nous considérons chaque poutre isolément. L'équation dif- 
férentielle de la flexion de la poutre BD sera: 


EJy"— Py = —+ Pix. 
Pour la poutre CE, nous avons 
EJy"+ Py = ++ Pix. 


215 


Les solutions de ces équations seront respectivement : 


yi==Cishaz+C;,ch art ir, 


L 1 4 P 
Ye = C3 sinar+C, COS x + Z, 
avec 
P 
de 
[e À Eat EJ e 


Dans le point x — 0 la flèche y devient nulle pour les deux cas. 
C'est pourquoi 


Ci=iCe = 0: 


Pour des formes symétriques de flambement, pour x = {, l'angle 


d'inclinaison y’ — 0; de là, 


P: 1 
2Pa cosal 


" Ps 1 
ie 2Pa chal ? 


Ca=— 


Enfin, de la condition d'égalité des flèches des poutres dans le point 
A, nous obtenons 


C; sh al = C, sin «al, 


ou, d'après ce qui précède, 


th al = tg «li, 
d'où 
al — 3,926, a) 
4EJ 
Per = se ° 


Outre cela, il existe une seconde forme de flambement de la bar- 
re CE comprimée. Cette barre peut s’incurver selon deux demi-ondes 
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avec pour point immobile le point À. Alors la barre BD va se tordre. 
Considérons les deux barres isolément (fig. 332). L'équation diffé- 


Fig. 332 


rentielle de l’axe incurvé de la barre CE sera 


EJy"+ Py=x, 

d'où 
y==Cisinar+C,cosar+ x; 
pour z=0 y = 0, 

) TI = | y == 0, (2) 

» æxz—l y = — , 
étant l'angle de rotation de la section médiane de la barre BD 
égal à 

"M 


” l 
2 cC 


Ÿ 


où cest la rigidité en torsion d’une barre mince soumise à la traction; 
d'après la solution du problème 29, nous avons 


Pb= 


{ 
c=rGbh +. 


Les conditions aux limites (2) donnent 
Ca =0, Cisin al + = (0, 


Cia cos al + Pr 


Los 
+ 
PE A Pb 
ps dd 
3 Gbh3 - e 


Puisque 


on aura 


Comme b est beaucoup plus petit que /, tandis que «li doit avoir une 
valeur de l’ordre de 3 à 4 unités, on peut, de toute évidence, négliger 
dans le deuxième membre de l'équation 
les termes contenant b?; nous obtenons 
alors 


t Qi=- 20% 
BUT TEGFpe- 
Pour p—0,3 
RÉ 961, D SE, (3) 


L2 


Cette valeur de P.. est plus petite que 
celle calculée plus haut (1). Le flambe- 
ment de la barre CE se produira, par 
conséquent, selon deux demi-ondes. 
Avec l'augmentation de la force P, 
Fig. 333 l'effort agissant dans la barre comprimée 
reste presque inchangée, et la plus grande 
partie de la charge va être supportée par la diagonale BC en traction. 
Le système étudié dans ce problème est le modèle d'un panneau 
aux parois minces BCDE (fig. 333) se trouvant dans des conditions 
qui occasionnent le cisaillement. Les éléments de ce genre sont 
typiques pour les structures des avions et des fusées. En flambement, 
on assiste à une formation d'ondes selon les diagonales: après avoir 
perdu la possibilité de supporter une charge supplémentaire de com- 
pression selon la diagonale CE, le panneau peut bien supporter les 
efforts de traction agissant dans une direction perpendiculaire. 
113. Etablissons l'équation différentielle de l'axe incurvé de la 
barre en supposant que les déplacements sont petits. 
Introduisons un système de coordonnées zx, y, z (fig. 334). Dans 
la section x les moments fléchissants dus à l’action de la force P et 
du moment M seront : 


dans le plan xy: Py et M2, 
dans le plan xz: Pz et — My. 
218 


Le signe « plus » ou « moins » à placer devant le moment est choisi 
en fonction de ceci si le moment est dirigé dans le sens de l’augmen- 
tation ou dans celui de la diminution de la courbure positive dans 
le plan de flexion correspondant. 


Fig. 334 


Si l'on suppose que les rigidités en flexion dans les plans xy et xz 
sont identiques, on sera en mesure d'écrire les équations de la défor- 
mée dans la forme suivante: | 


EJy" = Py + M, 
EJz" — Pz — My. (1) 
Adoptons la solution de ce système dans la forme suivante 
y = À cos ax + B sin a;x + C cos ax + D sin or, 
z= Asin az — B cos a,;x + C'sin &,xr— D cos &x, 
ici &, et &. sont les racines de l'équation quadratique 
+ a+ = 0. (2) 


Dans le cas d’une liaison articulée de la barre, nous aurons les con- 
ditions aux limites suivantes: 


pouz=0 y=2—=0, 
pour z=ly—z—=t. 
De là, nous obtenons quatre équations : 
A+C=0, B+D=0; 
A cos &,i + B sin «li + C cos &.l + D sin al = 0, 
À sin ai — B cos a,l + C sin al — D cos al = 0. 
Egalant à zéro le déterminant de ce système, nous obtenons: 


cos (Go — @) l = 1 
ou 
(co — a)l=0;2n; 41; ... 


Or, d’après l'équation (2), 


ue) TE. 
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par conséquent, 
Moz+E 2V EJV Ps+ P; 


P£g étant la force d'Euler 
n°EJ 


2 


Pg — 


Ainsi, avec l'augmentation de la force de traction P, le moment 
critique augmente. Si la force P est une force de compression, le 
moment }f diminue. Pour une force de compression 
P = Pr, la valeur de M, est, comme l'on devait 
s'y attendre, nulle. 

114. La barre ne peut pas perdre de stabilité. En 
effet, supposons que pour l’une ou l’autre raison la 
barre se soit quelque peu incurvée (fig. 335). Dans 
le cas ordinaire, c'est-à-dire quand la barre n'est 
sollicitée que par desefforts normaux, cette incurva- 
Lion sera à l’origine d'un moment fléchissant M — 
— Py qui tend à augmenter la courbure de la barre. 

Sous une force suffisamment grande P, la barre 
(après avoir éliminé les raisons qui étaient à l’origine 
de l’incurvation) ne reprendra pas la forme initiale 

Fig. 335 rectiligne d'équilibre. Dans ce cas, nous disons que la 
forme rectiligne d'équilibre de la barre est instable. 

Dans le problème étudié, la situation est tout à fait autre. Les 
moments externes n’agissent pas sur la barre quand elle se trouve en 
position incurvée. La pression agissant sur un plan de la barre situé 
plus haut que la section AA ne crée pas de moment fléchissant et 
se ramène uniquement à une force normale égale à pF, agissant dans 
la section. C'est pour cette raison que si l’on élimine les causes qui 
étaient à l'origine de l’incurvation, la barre va librement recouvrir 
sa position initiale rectiligne, et cela avec une valeur aussi grande que 
l'on veut de la pression p. Ainsi, la forme rectiligne d’équilibre est 
toujours stable. 

En guise de confirmation de ce qui vient d'être dit, on peut se 
référer à nos observations quotidiennes. En effet, la pression atmo- 
sphérique n'a jamais fait perdre sa forme rectiligne à un 
brin de paille mince aussi long et aussi peu rigide qu'il 
soit. 

115. La barre perdra de stabilité pour une même 
Jongueur que celle pour laquelle surviendrait le flambe- 
ment d’une barre verticalement dressée (fig. 336) et ayant 
un poids spécifique égal à la différence entre le poids du 
liquide et celui du bois. 

116. Un tube rempli de liquide va se comporter de la Fig. 336 
même façon qu'une barre dressée librement et se trou- 
vant sous l’action de son propre poids. C’est pourquoi, si le poids 
total du tube et du liquide qu'il contient est plus grand que le 
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poids critique d'une barre de mêmes longueur et rigidité, le tube 
va perdre de stabilité. 

117. Le système perd de stabilité de la même façon qu'il la 
perdrait si la force était appliquée directement sur le tube même. 
Dans le cas présent P,, — n°EJ/l. 

Il arrive parfois d'entendre dire que dans n'importe quelles con- 
ditions, il ne peut y avoir de flambement de la barre. Cette opinion 
est fondée sur une supposition erronée selon laquelle c'est la présence 
d’un effort interne de compression qui, dans le problème de stabilité 
selon Euler, joue un rôle primordial. En réalité, il n'en 
est pas ainsi. 

Pour résoudre correctement le problème posé, il 
suffit de considérer le tube dans une position déviée 
(fig. 337). Pour le tube, l'équation différentielle de 
l'axe incurvé sera, comme dans le cas d’un poteau 
comprimé, la suivante: 


" P 
ÿ"+-ry=0. 


De là, dans le cas des appuis articulés aux extrémités, 
nous obtenons la valeur de la force critique établie 
plus haut. 

118. D'après l'analyse faite dans le problème 
précédent, on peut tout de suite dire que le tube 
perdra de stabilité pour 
4n°EJ 

2 


pF= 


nl l'aire de la partie creuse dans une section du  Fig- 337 
tube. 

L'existence d’une pression critique pour le système en question 
se conçoit aussi aisément en partant des considérations énergétiques. 
Dans la position incurvée, le volume de la cavité interne du tube 
augmente de FX par suite du fait que, en flexion, le tube se détache 
du bouchon d'en haut d'une valeur égale à À, avec 


À — _. y'* dx. 
0 


La force critique se détermine de la condition 
PerFA — Ur. 


Or, quand la barre est sollicitée par une force de compression, on a 
d'ordinaire 


Perh = Un, 
de là nous obtenons de nouveau 
An°EJ 
PerF = Per = T— . 
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Ce cas étudié de flambement se manifeste clairement pour un 
soufflet à parois minces sollicité par une pression interne (fig. 338). 


Fig. 338 


La valeur de la pression critique se détermine ici tout comme dans le 
cas d'une barre. Seulement, à la place de la rigidité EJ, on doit 
prendre pour le soufflet une certaine rigidité équivalente en flexion 
et, à la place de F, l'aire d'une section 
transversale pratiquée d’après le diamètre 
d'au milieu. 

119. Supposons que pour une raison 
quelconque le tube se soit incurvé. Sur 
la fig. 339, on a montré cette incurva- 
tion, la courbure étant positive. À un 
moment donné, sur une partie du tube 
dr, se trouve une masse du liquide 


Ÿ 
Fig. 339 dm F dx, (1) 


F étant l'aire de la partie creuse dans une section du tube. Pour 
une courbure du canal 1/0 — d?y/dr*, le liquide coulant crée, sur 
la partie dx, une force d'inertie 


dirigée du centre de la courbure. L’intensité de la force d'inertie, 
c'est-à-dire la force par unité de longueur de l’arc, sera : 
dy 


q = — À Fi? 
[.] 


On a mis le signe moins puisque la force q est, pour une courbure 
positive, dirigée dans le sens opposé au déplacement y. Or, l'on 
sait que 


4 
E JT d = 
Par conséquent, 


J y EN rs Ÿ Fv° n 4. —0 


Désignons 
y Fu? _ _» 
SET — œ®. 
Nous aurons alors 
ee 
d'où 
= Asinaz+Bcosaxr+Czr+D. 


Pour zx — Oet x = !, nous aurons d’y/dr? = 0 et y — 0. De ces con- 
ditions nous obtenons: 


B=0, C=0, D=0, Asinal=0, 


e EJ 
al=n, Ver = + + DR (2) 


Il est assez curieux que le flambement se fait selon une sinusoïde, 
c'est-à-dire de la même façon que sous une compression axiale. En 
plus de cela, le flambement survient pour une vitesse sous laquelle 
la réaction du jet devient justement égale à la force critique d’'Euler. 
Effectivement, la réaction du jet, i.e. la force de réaction du jet, 
est, comme on sait, égale à 


dm 
P=v, 


dm/dt étant le débit de la masse par seconde, v, la vitesse d’écoule- 
ment. (Soit dit en passant, la poussée d’un moteur à réaction se 
détermine de cette formule.) Conformément à (1) 


Ÿ 
= + Fu?. 
C4 


En substituant ici à v sa valeur tirée de (2), nous obtiendrons que 
la force de réaction du jet est égale à la force critique d'Euler P — 
— n°EJ/E. Il ne faut cependant pas croire que le tube est soumis 
à la compression par la force de réaction. Le tube perd de stabilité 
sans qu'il ait à supporter un effort de compression de la même façon 
que cela se produit dans le problème 117 étudié plus haut. 

120. Analysons la formule bien connue : « prenons la racine la 
plus petite, différente de zéro, de l'équation ...» 
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À cause de son évidence, cette expression a pour ainsi dire acquis 
la nature d'un « code » et, d'ordinaire, l'on ne réfléchit guère à son 
contenu. | 

En effet, « la plus petite », parce que c'est la première et la plus 
petite valeur de la force critique qui nous intéresse. « Différente de 
zéro », parce qu'une valeur nulle de la racine nous donne la forme 
initiale d'équilibre qu'avait le système au point zéro. Pareille solu- 
tion ne présente aucun intérêt. 

Pour le système en question, avec R/I < 0,5, il faut justement 
prendre la valeur nulle de «{. En l’absence des forces de frottement, le 
système constitue un mécanisme. La barre perd de stabilité comme 


Fig. 340 


un tout rigide pour une force P aussi petite que l'on veut. Pour 
R!I = 0,5, les deux bouts sont enveloppés par des arcs de cercle dont 
le centre se situe sur le milieu de la barre (fig. 340, a). Cette valeur 
du paramètre R/I est extrémale et, avec son augmentation, prennent 
naissance des formes fléchissantes de flambement. Ainsi, en l'absence 
des forces de frottement, les états critiques se caractérisent sur le 
diagramme de Ja fig. 341 par la courbe UAB. 

Avec l'augmentation du rayon À le flambement se produit avec une 
incurvation de plus en plus grande de la barre en mème temps qu'il 
y a un glissement transversal des bouts ou un déplacement libre des 
plaques dans une direction transversale. A la limite, pour À — oo, 
le flambement se produit selon la forme représentée sur la fig. 340, b, 
c'est-à-dire pour al — x et, par conséquent, P,, — n°EJ/l. 

Si les plaques n'avaient pas la possibilité de se déplacer libre- 
ment dans la direction transversale et si les forces de frottement étaient 
suffisamment grandes pour prévenir tout glissement, l'état critique 
de la barre serait, en fonction de R/i, caractérisé par la courbe C 
(fig. 341). Pour R/I — , le flambement se produit selon la forme 
représentée sur la fig. 340, c; alors P../Pg = 4 et, par conséquent, 


4° EJ 
Pe r = 2 . 


t9 
tŸ 
A 


121. Pour une force P = n°EJ/l?, la barre perd de stabilité et, 
ensuite, par sa partie médiane va toucher les parois du tube. 


Fig. 341 


Supposons que pour P > r°EJ/E® il existe une zone /, d'adhé- 
rence compacte de la barre aux parois du tube (fig. 342). Etablis- 


Fig. 342 
sons l'équation de la déformée de la barre sur la partie 0< z< 1: 
EJy" + Py = Rx, 
y=Asinaz+ Bcosaz+ À z (=); 


pour æ=0 y=0, 
» Zz—=lh y=A, 
» æz={l1 y" =0, 


A sin a+ = À, | 
(1) 


Aa cos als ++ =, 
15—0115 225 


. Sur la partie !, la barre reste droite. Par conséquent, sur cette 
partie Mn — 0. C'est pourquoi, d'après la fig. 342, 


PA Rn+R(n—1)=0, 


de là 
R=P£. 
Des équations (1), trouvons 
| A= à 
| | LL 
2EJ 
| Li = +, P— me : (2) 
y=(sinar+ ax); (3) 
de l'expression (2) il’découle que pour l, = 1/2 
an? EJ 
Cela signifie que dans le cas où 
a2EJ 4r2EJ 


12 <P< 12 


la barre touche la paroi en un point seulement et ce n'est que pour 


4n2EJ 
P> 2 


qu'a lieu l’adhérence sur toute la partie. 

Si la partie droite d'au milieu devient suffisamment longue, il 
peut s'y produire aussi un flambement. Déterminons la longueur !, 
pour laquelle cela va se produire. La force critique sera pour la 
partie du milieu 


4n?2EJ 
P — 1 (lo = l— 21;). 
à | 
Or, d'autre part, P =? _. Egalant ces forces, nous trouvons 
H 
l 16x2EJ 
l 7 9 P — 12 ° 


Après que la partie d’au milieu se soit incurvée, /, changera par 
bond sa valeur pour devenir égale à 7/6. Considérant maintenant 
chaque tiers de la barre comme une nouvelle barre autonome, nous 
pouvons garder les équations obtenues plus haut en prenant soin 
d'y changer L par [/3. Avec cela, l'expression (4) donne : 


l 36n2EJ 
ls nu 6’? P- 12 


Cela signifie que pour 
36n2EJ 
12 


.P> 


226 


commence de nouveau l’adhérence de la barre aux parois le long des 
parties. Pour 
16x2EJ . 36n2EJ 
nm <P< 

la barre touche les parois en trois points. 

Lors du déchargement, la barre se détachera de la paroi supérieure 
non pas pour une force P — 16n£J/l?, mais bien pour P = 9n*EJ/F?. 

Sur la fig. 343 sont représentées les principales formes d'équilibre 
de la barre et sont donnés les intervalles de variation des forces 
sous le chargement et sous le déchargement. 


L Cas de chargement | Cas de déchargement 


2 
P< LF pe TE 


lapens pue 
À TT ç pe 2 LA cpe LIT 
— | ETEI à pe TE SE e pe IE 
À BTE «pe HE HT « pe 3 


j PA 
APE cpe SET OPEL pe HET 
mnt A < pc HE STEEL «pe PIE 


Fig. 343 


Pour toutes les valeurs de la force P, les parties incurvées de la 
barre, du point d'’inflexion jusqu'au point voisin d'adhérence à la 
paroi, ont une longueur !, et sont décrites par l’expression (3) établie 
pour la partie située à l'extrême gauche. Le moment fléchissant 


EJy" = — EJ sin az 
1 


; A 
a une valeur maximale Max = EJ ee 
1 


La contrainte maximale est égale à 


P , EJAn 
Omax — FTEW , 


W étant le module de résistance de la section. 
Si la barre a une section transversale ronde, on aura 


P4 Ed 
Omox= 7 À TH (5) 


Examinons deux exemples. 
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4) Supposons que la force P qui comprime la barre est égale à 
30n2EJ 
2 
Des dessins (fig. 348) nous voyons que dans l'intervalle 


16x2EJ 36n2EJ 
12 <P< 12 


l, = const — —. 
L'expression (5) donne 
31dE 
Omax — 812 (nd + 48A). 


2) Supposons que la force P = 49n?EJ/l?. Dans l'intervalle 
36n2EJ 144x2EJ 
PE 5 — 
l, dépend de P. Par conséquent, conformément à l'expression (2) 
x l 
P 1: 
ET 


li = 


On aura alors de la formule (5) 


Omax — os (xd + 84). 


122. Sur la déformée de la barre incurvée (fig. 344), les points 
d’inflexion subdivisent les parties de la barre ayant pour rigidités 


Fig. 345 


EJ, et EJ;,. La longueur du segment l, se détermine de la condition 
d'égalité des forces critiques pour les parties. De toute évidence, 


. a2EJ: — TES 
Per © Gap ( 


de là 


avec 


Si k = 1, comme il fallait s'y attendre, L, = [/4. Pour k = O0, 
nous avons /, = 0, tandis que pour À = , nous obtenons /, = J/2. 
La forme de la déformée de la barre incurvée est, 
pour ces cas particuliers, montrée sur la fig. 345. 
La force critique s'obtient de l'expression (1) en 
y excluant /,: 


pe MERS, (2) 


Si, lors du flambement, la barre s’incurve 
dans le sens inverse, c’est-à-dire non pas à droite 
mais à gauche, les rigidités EJ, et EJ, devront, 
dans les expressions obtenues, échanger de places. 
Alors la valeur de !, va changer, mais la force 

de à : Fig. 346 
critique restera la même. Effectivement, pour 


s 


l’incurvation de la barre à gauche, l’intervertissement de EJ, 


et EJ, donne 
A2 
pb. — TEJÈ (+74) 
Cr — 12 


ss 
k 


ce qui remène à l'expression (2). 

23. En faisant dévier la barre de la verticale (fig. 346), nous 
voyons que la position du poids ne change pas. La force P n'effectue 
pas de travail. La stabilité de la forme rectiligne d'équilibre s'obser- 
ve pour n'importe quel P. 

124. Il est naturel que, contrairement au cas précédent, le flambe- 
ment de la barre survient ici pour P = n?EJ/4l*. 

Tant que le câble n'adhérera pas à la paroi du tube, c'est-à-dire 
tant que la flèche f ne dépassera pas À, la dépendance entre P et f 
s'exprimera par un segment de droite 


P= us = const 
(fig. 348). La flèche reste indéterminée. Seule la théorie des grands 
déplacements permet de découvrir les déviations de cette droite. 
Une curieuse particularité de ce problème est constituée par le 
fait que, avec l’accroissement ultérieur de la flèche, le déplacement f 
se détermine déjà à la base de la théorie linéaire ordinaire. 
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Après qu'une partie du câble ait adhérée à la paroi du tube en 

état d’incurvation, nous aurons deux parties : OA et AB (fig. 347). 

Sur la partie OA, le moment fléchissant est égal à PA, et le tube 
s'incurve selon une courbe du second degré 


PA 
Y= ET 
Dans le point À, la flèche sera 


PA 
Îa = SET (Z — a)?. 


S'il n’y avait pas eu d’incurvation de la barre 
sur la partie AB, le déplacement au point B se- 
rait le suivant: 

PA ; PA 
ET —- a) + Yi a = DEJ (2— a)? + 


+2 (L— a) a. 


Or, l’'incurvation de la seconde partie est justement telle que le 
point B dévie de la tangente d'une valeur égale à A. Par conséquent, 


P 
f= er Ua) F7 (—a)a+ A, 
ou 
Îf = 5 ({2— a?) + A. 


La grandeur a représente la longueur d’une barre qui, encastrée à 
l’une de ses extrémités, perd de stabilité pour une force P, c'est-à-dire 


__ ES 
=. 
2 
Par conséquent, a? = A , ©t, alors 


ou 


avec Pr = n2EJ/4l2. Sur la fig. 348 on a montré la variation de / 
en fonction de P. 

125. Dans le second cas, la force critique sera quatre fois plus 
grande que dans le premier cas. Pour s’en convaincre, il suffit de 
considérer le montant dans les deux cas en état d'’incurvation 
(fig. 349). 
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Dans le premier cas 
n°EJ 


Pa = 


42 + 


Dans le second cas, au cours de l’incurvation de la barre, la force 
suit le mouvement de l'extrémité inférieure de la barre et, par consé- 
quent, le moment fléchissant dans l’encastrement reste constamment 


Fig. 348 


nul. Ainsi, le second cas de chargement du montant ne diffère en rien 
du cas des appuis articulés sur les bouts du montant (fig. 349). C’est 
pourquoi, ici Po = n°EJ/l. 


CCLLLLT LORS 


Fig. 349 Fig. 350 


126. Décomposons la force P en composantes verticale et horizon- 
tale (fig. 350): 


Pvert & P, Phor & PI 
et écrivons l'équation de la déformée de la poutre : 
EJy" = — Py+ PLz. 
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Désignons _ = a. L'équation et sa solution seront alors 
f 


y'+ay=ax, 
y = À sin az + B cos az +2. 


Pour déterminer À, B et f nous disposons des conditions aux limi- 
tes suivantes : 
pour z=0 y=0, 
pour æ=Ùl y=f, y —0, 
de Jlà 


B =0, Asinal+Li=f, Aa cos al + À = 0, 


Nous obtenons la valeur critique de la force P de l'équation trans- 
cendante suivante 


tgal=al (1— +). (1) 
Si a — oo (premier cas du problème précédent), 
LA n°EJ 
œl T9 Per 42 


Si a—1l (second cas du problème précédent), 


a2EJ 
Fr e 


al=x, P,, = 


Pour a = 0, la ligne d’action de la force coupe 
constamment la verticale initiale dans le point z = 0. 
Cela n'est possible que dans le cas où le bout de la barre ne se 
déplace pas (fig. 351). On aura alors 


tgal=al, al=4,49, Per=20,192. 


Fig. 351 


127. Après la résolution des deux problèmes précédents, le 
problème posé ne suscite guère des difficultés. 


Fig. 352 


La barre gauche ayant une longueur b se trouve sous l’action d’une 
force de compression tournante (fig. 352) et dont la ligne d'action 
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passe constamment par le point À. C'est pourquoi, la force critique 
sera pour la barre gauche non pas n°£J/4b°, comme on pourrait le 
croire à première vue, mais bien celle que donnera l'équation trans- 
cendante (1) du problème précédent, à condition d'y remplacer Z 


par b et a par a — — (1 — b), c'est-à-dire tg ab = al avec a — 
— V PIEJ. 
La force critique sera pour la barre droite 
nèEJ 


Per ==: 


La marge de stabilité sera la même pour les barres si les forces 
critiques sont identiques. C'est pourquoi, 


es Per _ A nb _ xl 
a=V Er 75 TT 
De là nous trouvons aussi la relation T: 
1 — 
b 
js = 0301: 
b b l 
SE 


128. Pour déterminer la force critique, il n'y a aucune nécessité 
de considérer la pression de contact entre la barre et le câble. 


id 


NID 


Fig. 353 


Enlevons une partie de la barre (fig. 353) et déterminons le 
moment fléchissant 


ME (its) E4 


h/2 étant la moitié de l'épaisseur de la barre. De là 
»  P 
EJy =-(f—y). 


Ainsi, nous avons le cas habituel d'une barre encastrée, sollicitée 
par une force P/2: 
( P __ n?EJ 
2 Jer 4 * 
129. Supposons qu'un déplacement horizontal f a été communiqué 
à l'extrémité supérieure de la barre (fig. 354, a). L'angle d'’inclinai- 
son de la moitié gauche du câble diminuera alors de Aa, tandis que 


Fig. 354 


l'angle d'inclinaison de la moitié droite augmentera de la même 
quantité. En définitive, apparaîtra une force horizontale 


P, = N cos (x — Aa) — N cos (x + Aa), 


N étant la force d'extension du câble. 
Comme Aux est petit, on aura 


P, = 2N sin a-Aa. 


Or, 2N sin &« = P,c'est pourquoi P, = PAa. Ensuite, du triangle 
ABC il ressort que 


OA.Aa=#fsina«, 


: l 
mais comme OA = ———, on aura 
Sin & 


Aa =T sin? & 
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P, — Pi sin? &. 


Il ne reste qu’à déterminer la force critique d'une barre sur l’ex- 
trémité libre de laquelle (fig. 354, b) sont appliquées une force verti- 
cale P et une force horizontale P,: 


EJy" = P(f—y)—PÀ sin? œ-(l— zx). 
Après avoir désigné P/EJ par k°, nous aurons 


y" + kèy = fl. (L— x) sin? a. 
Ensuite, 
y= A sin kx+ B cos kr+.f—L(1—2) sin? a. 


Pour zx = 0,y —0 et y’ — 0; pour zx = [, y == f, Cela conduit 
à un système d'équations 


B + f cos? « —0, Ak+-— sin? a =0, 
À sin kl + B cos kl = 0. 


Egalant à zéro le déterminant, nous en arrivons à une équation 
transcendante 


tg kl — —kl cotg? à. 


De là se détermine la valeur de Xl en fonction de «&. Ainsi, la 
force critique dépend de l'angle d'in- 
clinaison des câbles. 

Au fur et à mesure que l'angle & 
diminue, la force critique pour la 
barre se rapproche de la valeur 


n2EJ 
CRETE 


mais avec cela, la force NV agissant 
dans le câble tend vers l'infini. 
Si a—=x/2, kl=sx et alors 


n?EJ 
Por = 
130. Considérons les conditions Fig. 355 


d'équilibre d’un élément incurvé, de 
longueur ds, prélevé de l'anneau (fig. 355). 

Dans les sections de l’anneau se créent un effort tranchant Q, 
un moment fléchissant M et un effort normal qui se présente sous 
forme de la somme d’une force subcritique gR et d'un petit supplé- 
ment V. Pour tenir compte de l’une ou l’autre particularité du com- 
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portement de la force extérieure, des composantes normale g, et tan- 
gentielle g, ont été introduites. En particulier, si l’anneau est sol- 
licité par des forces créées par la pression d’un gaz ou d’un liquide, 
In = gt = 0. Par R,on a désigné le nouveau rayon local de la courbure 
de l'élément 


RTE RS (4) 
x étant la variation de la courbure de l'arc de l'anneau. 
Etablissons les équations d'équilibre de l'élément : 


_dM  dN Q@ dQ N+R 
DEF tait =0, PRG ER 0 


Excluons 1/R, et, tenant compte du fait que %x, Q et N sont des gran- 
deurs petites, nous n’examinons que les termes contenant leurs 
premières puissances. On aura alors 


dM aN d N 
Q=—, +a+S=0, GRR + Qu + 0. 
Comme M = EJx, nous obtiendrons, après avoir exclu W et ©, 


dx EJ\ d dAn | 
EJ ++ (9R+) + _ += 0. (2) 


Supposons que l'anneau est sollicité par une pression dirigée 
selon la normale à la surface. Comme cela a été déjà dit, on aura 
alors 9h = g —0et 


ET + (aR+ +) SE =0. 


2 ns 
Posant x = À sin F7 » trouvons 


de là 


__ (n2—1) EJ 
Br =—ÿs —: 


Ge atteint sa valeur minimale, différente de zéro, pour r = 2. En 
définitive, nous obtenons 


3EJ 
cr = TRS : 


Examinons maintenant un autre procédé de création de la charge q. 
Supposons que l'anneau est sollicité par des efforts radiaux que l’on 
crée à l’aide d’une série de fils en caoutchouc réunis au centre en un 
nœud (fig. 124, b). Dans ce cas, la charge g est dirigée vers le centre 
de l’anneau. Lorsque l'arc ds tourne, il se forme une composante de la 
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charge tangentielle 
do 
CE De 


w étant le déplacement radial des points de l'anneau. 

Si les fils sont suffisamment flexibles ou si chacun d'eux se tend 
de façon autonome, la composante normale des forces extérieures ne 
changera pas avec l’apparition des déplacements w et, par conséquent, 

n = 
La dimension de la courbure x s'exprime au moyen de w de Ia 
manière suivante : 


d'u w 
X= GE TRE 


et l'équation (2) prend la forme suivante 


sr (Get) + (a+) (tr) +0 6 


En posant w = À sin — , nous obtenons 
__ (n2—1)2EJ 
er — (n2—2) R3 ” 
Pour n=2 
9EJ 
Ier = 2R3 


c'est-à-dire la charge critique est 1,5 plus grande que dans le cas d'une 
charge hydrostatique. 

Si au moyen d'un poids commun on tend les fils (dotés d'une 
certaine rigidité), il y aura, lors de la flexion de l'anneau, une redistri- 
bution des efforts. Dans la zone des w positifs, les fils connaîtront 
une traction supplémentaire, alors que dans la zone des w négatifs, 
ils vont raccourcir. On assiste à une modification de la composante 
normale g,. Nous obtiendrons alors dans l'équation (3) un terme sup- 
plémentaire g, = Kw, K étant le coefficient de rigidité des fils. En 
définitive, 


; KR4 
ps MN 7 
de me ms 


L'augmentation de la rigidité des fils X conduit à un accroisse- 
ment de la charge critique. Et cela est compréhensible : les efforts 
supplémentaires qui se créent sont dirigés de telle façon que l'an- 
neau rétablisse sa forme circulaire. q-- atteint, généralement parlant, 
sa valeur critique inférieure non plus pour nr = 2, mais pour un 
certain autre n, entier et dépendant de la valeur de X. 

131. Examinons le système dans une position légèrement désé- 
quilibrée (fig. 356). 
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La longueur des tirants a est plus grande que celle de la bielle b. 
C'est pourquoi, il se crée une composante des forces dirigée vers le 


haut et égale à 


P 
2 
ST 
ÔŸ FA 
Fig. 356 


P,=P(£—i),. 


b 


Sous l’action de cette force, la flèche f sera 


Put 


T'3ET ‘ 


En éliminant P,, nous trouverons la valeur de la force critique : 


DATENT 


is 


b a 


132. Le thème du problème proposé est le même que dans le 
problème 131. Dans la position initiale, les moments sont mutuelle- 


ZT 


Fig. 357 


ment équilibrés et dans la barre, il 
n'y a pas de contraintes. Cepen- 
dant, lorsque le système est dévié 
de cette position, les moments vont 
avoir un comportement différent. 
Lors de la flexion dans le plan zxz 
(fig. 357) le plan du moment 4, se 
retourne ensemble avec la section 
frontale. Quant au plan du mo- 
ment M,, il reste inchangé. Lors de 
la flexion dans le plan zxy, le plan 
du moment W, ne change pas, alors 
que le plan dans lequel agit le mo- 
ment M, se retourne. 

Supposons pour simplifier les 
choses, que les longueurs des câbles 
à travers lesquels se transmettent 
les forces P, sont suffisamment 
grandes. Cela permet de dire que 


la rotation du moment M, dans un plan et du moment , dans un 
autre, coïncide totalement avec la rotation de la section frontale. 
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Désignons respectivement par p, et p. les angles de rotation de 
cette section par rapport aux axes y et z. Alors, dans une section 
quelconque À, les moments par rapport aux axes mobiles y, et z, 
seront 


My, = Mi(p—y")+ Moy", 
M, = Miz + M3(py —72). 
En définitive, nous obtenons deux équations: 


EJ,z"= Mi(q:—y)+ May", | 


La U ? | 
ES y = M2 + Ma (Qu 2°). o 


Comme J, = J, = J'et M, = M,;, on aura 
EJz" = Mo,, EJy" = Mo,, 


de là 
sr (++ Bi), 
y= + (o + 4sz+ Ba) : 


J 
Pour xz=0z—0,z — 0, y — 0, y — 0 et c’est pourquoi, À, = 
e = 0. Pour z = ly" = p,et z = ,; on aura 


Il est évident que , et y, ne sont pas nuls dans le seul cas où 
Mi 
Er = +, 


et c’est de là que l'on obtient la valeur du moment critique. 
133. Recourons aux équations (1) du problème précédent. Après 
avoir posé M1 = M et M; = 0, nous obtiendrons 


ET," = M (@: un y"); 
EJ,y" = M2. 


De là 
y—=Asinarz+Bcosaz+op.z+cC, 
Z = Êe (Aa cos ax — Ba sin «x + p, + D), 
avec 
a? = M? 
ÉJET, 
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Pour z = 0, nous avons y = z = 0, et aussi y’ = zt = (0. Alors, 


B+C=0, Aa+p,=0, 
Aa<+o,+D—=0, Ba? =—0, 
d'où 
B=C=D=t(. 


Pour z = 1, l’angle y’ — ®.. Cela donne À cos œil = 0. Par con- 
séquent, l’état critique survient quand 


EL 4 
= 


ou 
Mi 
V ETES; 


I 
2 * 


L'invertissement des places de J, et J, ne modifiera pas la 
valeur du moment critique. C'est pourquoi, les cas desollicitation 
montrés sur la fig. 127, a et b sont équivalents. 

134. L'équation différentielle de la déformée de la barre (fig. 358) 
sera 


EJy" = PP + Ro — y), 
de là 


y = À sin ax + B cos ax + f + Ro, 


0 12345678 3 L 
R 


Fig. 358 Fig. 359 


ici, comme d'ordinaire, =. 
Pour z—0 y—0 et y'=0. 
Pour z—Ùi y—f et y'=. 
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Cela donne 
B+f+Rp=0, A=0, 
À sin al + B cos œl + Ro =0, 
Aa cos œil — Ba sin œil = 
Etablissons le déterminant d'un système de trois équations par 


rapport aux inconnues B, f et q et égalons-le à zéro. Cela donne une 
équation transcendante 


l 
FR — al tg al. 


Sur la fig. 359 on a montré la courbe de dépendance de la force criti- 


que en fonction de l/R. 
135. L'équation différentielle de la déformée de la barre (fig. 360) 


sera la suivante : 

EJy =PG—-y)+M. (1) 
La force P est, de toute évidence, égale au poids du liquide P — 
— yrR#h, y étant le poids spécifique du liquide. 


Fig. 360 Fig. 361 


Le moment M s'obtient en calculant la somme des moments créés 
par les forces élémentaires dP (fig. 361) par rapport à l'axe z. L’angle 
o de rotation du réservoir est supposé petit. Après intégration nous 
obtenons 


M = ET (2h + Re?) 9. (2) 
Résolvons l’équation (1) 
y = = Asinaz+ Bcos oz + f + Ro. 
Pour z=0 y=0 et y =0. 
Pour z=l y—=f et y'=. 
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Ces conditions donnent 


B+i+ 620, 420, 


A sin al + B cos al + ER 60, 


Aa cos al — Ba sin œl = y. 


De ces deux dernières équations, nous obtenons 


altgal [a h2 | R2\ 
Cr +F)=1 
4 


Substituant à P sa valeur, nous obtenons 


a EVER V + 


La grandeur cherchée h/l se détermine de l’équation transcendante 


h 
PRAANESCE (3) 


"VE 


et dépend de deux paramètres : 


et b— 


Lis 
l e 


En fonction de ces paramètres, on peut trouver dans chaque cas 
particulier le niveau du liquide pour lequel survient le flambement. 

Si le contenu du réservoir ne possédait pas la propriété de fluidité, 
par exemple, si le réservoir était rempli de sable, le moment 47 serait 


plus petit que (2), à savoir: 


M = var À P. 


Cela conduirait à une augmentation sensible de la charge critique. 
La différence entre les forces critiques sera d'autant plus grande que 
le sera le diamètre du réservoir. La mobilité du contenu du réservoir 
a pour conséquence que pour le schéma montré sur la fig. 362, un 
flambement peut aussi survenir. Le niveau critique de remplissage 
h/l s'obtient de la même équation transcendante (3) si l'on y change 
la tangente circulaire par une tangente hyperbolique. 
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Fig. 362 Fig. 363 


136. Désignons par L, la longueur libre de la barre avant l’appli- 
cation de la force P. La longueur de la barre au moment du flambe- 
ment sera 

= lo + (1) 

Considérons la barre dans une position incurvée (fig. 363, a). Reje- 
tant les ressorts, nous obtiendrons un système de forces agissant 
sur la plaque. Ce système de forces est représenté sur la fig. 363, b. 
Du côté du premier ressort va agir une force égale à P/2 — ca, tan- 
dis que du côté du second ressort, une force égale à P/2 + ca, 
étant l’angle de rotation de la plaque. 

Décomposons chacune de ces forces en composantes verticale et 
horizontale. À cause de la petitesse des angles, les composantes ver- 
ticales resteront approximativement égales aux valeurs totales des 
forces : 


P P 
5 — Cap et + cap. 
Les composantes horizontales seront respectivement pour le premier 
et le second ressorts 

Î P f P 
l— ag (cv), + ap (++) ù 
où f est le déplacement du bout de la barre. Si l’on n'examine que 
les termes contenant les déplacements à la première puissance, nous 
obtiendrons 


P f P f 


ns pt 


2 | 2 l° 


Etablissons maintenant les équations différentielles de l'axe 
incurvé de la barre: 


EJy"=(5—cap)(f+a—y)+(5+cap) (f—2—y)— 
nn ee 9 
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ou bien 


roy a Lr— 20 2-_P 

J+ay= rare (a=2), 
de là 

. ; Î 2ca° 

y = À sin ax + B cos ax +—- Tr V- 


Pour x—0 y—0 et y’ =0. 
Pour z=1l y=f et y'=® 
Conformément à ces conditions, nous obtenons 


2ca? 
B— Frer Ÿ= —=0, Aa + = 0. 


A sin al + B cos al — 2 p = 0, 


Aa cos œil — Ba sin al+i—p=0 


« 


Prenant À, B, f et @ pour les inconnues, égalons à zéro le déter. 
minant de ce système 


2ca 
0 1 O0 — Zjai 
a 0 : 0 
9.2 | —=0 
. Ca à 
sin œl cos al O0 — ÊJeE 
acosœl —asin œl _ — 1 
de la 
al sin œl _  4ca*l (2) 
1— cos al EJ ‘ s. 


La charge critique cherchée P,, figure aussi bien dans l'expression 
de &« comme dans celle de /. Remplaçons ici Z par sa valeur tirée de 
(1), c'est-à-dire 


P 19 EJ 
T=lp+ = lo | 1+aà x |- 


L'équation (2) prendra alors la forme suivante 


œlo sin [al (1+ka213)] _ a? 2 3 
1— cos [alo (1+ka2$ J  Ek' (2) 
gvec 
EJ 
RSR (4) 


De cette équation, on détermine, pour des paramètres donnés a/b 
et k, al, et puis, P:.. 
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Sur la fig. 364, on a représenté les courbes de dépendance P,,/Pz 
de a/l, pour certaines valeurs de #4. Avec l'accroissement de D la valeur 


de P,- augmente. De la même façon, P., augmente avec la diminution 
de k, c'est-à-dire avec l'augmentation de la rigidité c des ressorts. 


D 05 10 LS 20 25 0 AS LZ 
Fig. 364 


Pour c — , nous avons k = 0. Pour a/l, = 0, nous obtenons alors 


c'est-à-dire ?,- est égale à la force critique d’une barre aux extrémi- 
tés encastrées. Par contre, dans le cas où a/l, = 0, mais avec c tou- 
jours égale à l'infini, nous trouverons 


c'est-à-dire P,, est égale à la force critique d’une barre aux extrémi- 
tés dotées d'appuis articulés. 

137. Le problème proposé touche des questions de stabilité essen- 
tiellement nouvelles et ne se prête guère à la résolution au moyen des 
méthodes habituelles. 

En effet, en portant les forces de compression que montre la 
fig. 131, c sur l’axe de la barre, nous obtiendrons le schéma suivant 
de sollicitation (fig. 365). La barre se trouve comprimée par des forces 
P et, simultanément, soumise à la flexion par deux moments M — 
= Pe agissant dans une direction opposée au sens de la rotation des 
bouts de la barre. L'’équation de la déformée sera 


EJy" = —Py + Pe, 


” _ Dies P 
y" + ay = ae (a 7 ); 
de là 
y = Asin axz+ Bcosaxz+e, 


pour z = 0, la flèche y = 0, tout comme pour x = 2l; par consé- 
quent, 


cos 2al—1 
A= sin 2al ? De; 


cos 2al—1 . 
y=e Sr sin az — cos ax +1 |. 


Ainsi, l'on obtient des valeurs bien définies de la flèche qu'aurait 
pu avoir la barre si dès le début du chargement on lui avait appliqué 
des moments Pe qui augmenteraient progressivement 
avec l'augmentation des forces P. Ainsi, dans les 
calculs effectués, on ne parvient pas à saisir le pas- 
sage critique de la forme rectiligne d'équilibre à la 
forme curviligne et on obtient le cas de flexion 
composée dans sa forme pure. 

Examinons les principes fondamentaux de Ja 
stabilité. Pour n'importe quelle déviation de la 
position d'équilibre, un système flexible sera dit 
stable si, abandonné à lui-même, il revient à sa 
position initiale, la déviation étant aussi petite 
que l'on veut (soulignons: aussi petite que l’on 
veut). 

Avec cela, il reste cependant à savoir si un 
système flexible va regagner sa position initiale si 
on le dévie «un peu plus », c’est-à-dire si on lui 
communique, non pas une déviation aussi petite 
que l’on veut, mais tout simplement une déviation 
petite, mais finie, plus grande qu'une certaine grandeur fixée à 
l'avance (ne serait-ce que très petite). Ne peut-il pas arriver que 
pour des déviations aussi petites que l’on 
veut le système revient à sa position ini- 
tiale, tandis que pour certaines autres, 
petites, mais plus grandes que celle don- 
née, n'y revient pas? 

Cela peut effectivement avoir lieu. En 
voici un modèle mécanique: une bille 
posée dans un petit creux se trouvant au 
sommet d’une paroi concave (fig. 366). 
Si l’on communique à cette bille une petite Fig. 366 
déviation, elle va revenir à sa position ° 
initiale, mais si cette déviation est suffi- 
samment grande, elle n'y reviendra pas. S'il n'y avait pas de 
creux, la position d'équilibre serait tout simplement instable. 
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Ainsi, nous en arrivons à une nouvelle appréciation du problème 
de la stabilité, appréciation fondée sur la communication à un systè- 
me de perturbations, non pas aussi petites que l'on veut, mais plus 
élevées qu’une certaine grandeur fixée à l'avance. Une telle façon de 
concevoir le problème de la stabilité porte le nom d'appréciation de 
la stabilité « dans le grand ». Par contre, la conception ordinaire de la 
stabilité. fondée sur la communication à un système des déplacements 
aussi petits que l’on veut, porte le nom d'appréciation de la stabi- 
lité « dans le petit ». 

Cette terminologie introduite dans la théorie de la stabilité des 
systèmes flexibles a été empruntée de la théorie générale de la sta- 
bilité du mouvement et est devenue aujourd'hui généralement recon- 
nue. 

Dans l'exemple en question, la barre est stable dans le petit, 
mais pas toujours stable dans le grand. Effectivement, si nous com- 
muniquons à la barre une déviation assez petite de sa forme rectiligne 
d'équilibre, le moment Pe qui fait rentrer la barre à sa position 
initiale, sera plus grand que les moments Py qui la font dévier (puis- 
que l’on peut prendre y aussi petit que l’on veut) et, lorsqu'on élimine 
ensuite les causes qui étaient à la base de cette petite déviation, la 
barre reviendra à sa forme rectiligne d'équilibre. Cela peut avoir 
lieu pour n'importe quelle valeur de la force P ne dépassant pas 
&n?EJ/(21)*, valeur pour laquelle la barre perd déjà sa stabilité 
dans le petit selon la forme représentée sur la fig. 131, b. 

Dans des conditions réelles, les perturbations externes (incurva- 
tion de la barre, forces excentrées, chocs accidentels) ont toujours une 
valeur finie et, suite à ces facteurs, la barre passe à une nouvelle for- 
me d'équilibre pour une force plus ou moins grande. C'est pourquoi, 
la notion de stabilité et d’instabilité dans le grand se trouve néces- 
sairement liée à l'absence ou à la présence des influences externes 
correspondantes. 

La stabilité dans le grand est une extension du schéma classique, 
son rapprochement à notre conception intuitive, fruit de notre obser- 
vation quotidienne, sur la stabilité. Il s'agit de tout un complexe de 
propriétés d’un système et de perturbations agissant sur ce système. 
Aussi, l’analyse de toutes les formes possibles d'équilibre constitue 
tout au plus une partie de l’étude de la stabilité et n'épuise pas tota- 
lement le problème. L’on pourra s'en rendre compte grâce à la résolu- 
tion de quelques problèmes qui vont suivre. 

Revenons au schéma en question d’une barre comprimée et éta- 
blissons les équations de la déformée pour de grands déplacements. 
Puisque nous aurons besoin de ces équations dans la suite, nous les 
établirons ici dans une forme quelque peu plus générale qu'il n’au- 
rait fallu pour résoudre le problème étudié dans le cas présent. 

La fig. 367 représente une partie d’une barre fortement incurvée 
par une force P. Introduisons deux systèmes de coordonnées : le systè- 
me zxy orienté d’après la tangente et la normale à la déformée dans 
l’encastrement, et le système z’y” orienté selon la force ?. 
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Désignons par Ô l'angle entre la direction de la force et l’axe x 
(dans notre cas Ô = 0); & est l'angle courant entre la tangente à l’arc 
de la déformée et l’axe x. 

La courbure de la poutre en un 
point arbitraire s'’exprimera, de 
toute évidence, au moyen de l'angle 


Z & de la manière suivante : 
18% 
p ds”? 


ds étant un élément de l’arc de la 
poutre. Le moment fléchissant. dans 
le point À est égal à 


Mn = P (y — y), 
yr étant l'ordonnée du point \L. 
I] est évident maintenant que 


M LR 
Fig. 367 ds — EJ WL—Y 


7° 


Dérivons cette expression par frapport à s: 


ge. __#d dy. 
ds? — ET ds ? 


or 
dy" _ . 
Casj = sin C,| 
aussi, 
; | ARE 
D = 7 sint. 
Introduisons les] notations: 
P 2 
FF. () 
Alors, 
po = —f’sin 6, 
ou encore 
l?d ( &) = — 26? sin + cos _ ds. 
Multiplions les deux membres de cette égalité par + et intégrons : 
2 : 
(1 SE)" = ap (Ci —sin? £). (2) 
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C 


Désignons par k? la constante C, et sin ., Par k sin, en d'au- 
tres mots, : 
sin + k sin w. (3) 


L'équation (2) prendra alors la forme suivante 
l & — 26k cos y. (4) 


Or, en vertu de (3), 
| Æ 97 C0  ____ db 
ds V1=ksinzp à&°? 
c'est pourquoi, 
 _6V/ 1—=Esinv TR  — 
1 =PV1—HÆsintp, p= FR" 


Intégrant cette expression, nous obtenons 


B— = F (+) —F (bo). (5) 


Ici, on a désigné par F(w) l'intégrale elliptique de première 
espèce 


Ÿ 
= 
ANNE V1—k sin? D" 


Les valeurs de cette intégrale s’obtiennent dans des tables en 
fonction de X et de ‘. 
Déterminons maintenant l'équation de la déformée z'(s) et 
y'(s): 
dx’ —=cos£@ds, dy =sin tds, 
ou encore 


dr’ — (1 — 2 sin? £) ds, dy’=— 2sin £cos+-ds. 


Si dans ces expressions on fait la substitution 


sin + = k sin Y, 


on obtiendra 
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Intégrons ces expressions de zéro à s: 


2 
= (£()—E£E (ho) ——, 

| (6) 
PB k [cos Vo — cos Ÿ], 
dans ces expressions on a désigné par Æ(1#) l'intégrale elliptique 
de seconde espèce 


2" 
l 
Fa 
l 


Ÿ 
E(4)= | VT—Æsin7 y dy. 


0 


Les valeurs de cette fonction s'obtiennent également dans des 
tables. 
Passant au système de coordonnées zy, nous obtenons 


+=+— cos ô + sin 6, 

, | (7) 
PE Les si 
+= cos Ô | sin 6. 
Passons maintenant aux conditions aux limites pour la barre 


étudiée. Pour s = / nous avons: M}, = Pe cos &,. Par conséquent 
dé _ Pecosêr 


ds _ EJ 
ou conformément à (1) 

d£ e 

el = — B°—- cos Cr 


En vertu de l’expression (4), nous avons 
2k cos p; — — À + cos CL: 
mais comme 
cos & == 1—2 sin? £e, 
nous obtenons de (3): 
cos Êr = 1 — 2k* sin? w,. 


Ainsi, nous aurons la première condition aux limites dans sa forme 
définitive suivante : 


pour s—=Ù 2kcos1, = —B + (1 — 2k2 cos? p.). (8) 
La seconde condition aux limites se présente comme suit: 

6 —=0 pour s = 0, ou d’après (3), %, = 0. 
Pour s = , l'expression (5) prend la forme suivante 


F (br) = B. (9) 


De (6), trouvons 


L _ 2 
== EE (b)-1. 


Le rapprochement À des extrémités de la barre sera 
; À 1 
h=21— 2x1, Na = 4 [1 — FË Ghz) |: 
La flèche maximale sera 
, l 
f= gi = k(1— cos ÿr). (10) 


Etablissons maintenant comment la force P dépend de la flèche 
maximale f pour un certain rapport donné e/2l. Nous ferons les 
calculs dans l’ordre suivant. Divisons terme à terme l'équation 


(8) par (9): 
COS ŸLz e ” à 
k F Ts SI (1 2k2 sin? ŸL): (11) 


Fixons-nous, pour un e/21 donné, une valeur de k et puis, dans les 
tables, choisissons 1, tel qu'il soit possible de satisfaire à l’équation 
(11). Ensuite, de (9), trouvons B et puis 


Pie POP A0 
PR  %EJ 


De l'équation (10) déterminons L. Ainsi, nous obtenons un point 
de la fonction 


Ee(d). 


Prenons, en guise d'exemple, e/21 — 0,02 et composons une table, 
en posant k — sin 5°, sin 10°, ... 


0,08716 


0,1736 
0,259 
0,342 
0,707 


A la base de cette table, traçons la courbe représentée sur la fig. 368. 
Sur ce graphique, on a tracé également deux courbes. La première 
correspond au cas e = 0; la seconde qui commence au point P/P; — 
— 4, correspond à une incurvation de la barre selon la forme repré- 
sentée sur la fig. 123, b. 
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Apalysons le résultat obtenu. La courbe e/21 = 0,02 décroît sous 
de petites flexions et puis, à partir de P/Pr = 1,14 se met à croître. 
Dans le point B a lieu son intersection avec la courbe e/21 = 0. Ce 


P 
le 
4 
P 
Î 
2 
J 
0 0 dé dé Gt dé 
À P 
Fig. 368 Fig. 369 


« 


point est commun à toutes les courbes indépendamment de e/21. 


Ici, k = 1/V 2 et de l'équation (11) on déduit que pour un e/2! 
quelconque, on aura cos 4, — 0. Cela signifie que le moment à l’ex- 
trémité de la barre est nul et que l'extrémité frontale se retournera 
de 90° (fig. 369). 

La courbe e/21 — 0,02 et l'axe des ordonnées ne se coupent pas. 
Dans sa partie gauche, la courbe se rapproche asymptotiquement de 
la droite f/21 & 0,04. Ainsi, pour e/21 -£ 0, la barre sera toujours 
stable dans le petit à condition qu'il s'agisse de la perte de stabilité 
selon la forme représentée sur la fig. 131, c. Mais, pour une force 
P = 4n°EJ/(21)?, la barre deviendra, pour n'importe quel e/2l, 
instable selon la forme représentée sur la fig. 131, b. 

Supposons maintenant que pour e/21 = 0,02 la barre est sollicitée 
par une force, par exemple, 


Avec cela, la barre reste rectiligne. Essayons de la faire dévier, tant 
soit peu, de la verticale en lui conférant une certaine incurvation de 
l'axe. Si cette incurvation est petite, la barre, abandonnée à elle- 
même, va regagner sa position initiale. Mais si par contre l'incur- 
vation est suffisamment grande (plus grande que A/21, fig. 368), la 
barre adoptera une nouvelle forme d'équilibre, curviligne, corres- 
pondant au point Æ (fig. 368). 
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En fonction de la déviation conférée, le système peut revenir à 
sa position initiale tout comme il peut ne pas y revenir. Mais cela 
n'aura lieu que pour une force P plus grande qu’une valeur détermi- 
née. Pour e/21 = 0,02, cela se produira aussi bien pour P > 1,14P8g 
(le point À sur la fig. 368) que pour P << 4Pr, quand la perte de 
stabilité survient indépendamment de la déviation communiquée. 
Ainsi, nous en arrivons à une autre notion d'intervalle des efforts 
critiques à l’intérieur duquel devient possible le passage à une nou- 
velle forme d'équilibre : 1,14Pg < P << 4P8g. 

Dans cet intervalle la perte de stabilité surviendra plus tôt ou 
plus tard en fonction de la perfection avec laquelle la barre a été 
fabriquée et, en fonction de ceci si l’on observe fidèlement le centrage 
lors de l'application de la force P. Mais quoi qu’il en soit, pour des 
systèmes semblables, les charges critiques dans l'intervalle indiqué 
se déterminent comme étant probables. 

Pour P > 4Pp, le passage à une nouvelle forme d'équilibre de- 
vient inévitable. 

138. En résolvant ce problème, il est indispensable de considérer 


# 


isolément la forme d'équilibre (4) (fig. 370), pour laquelle l'extrémité 


Fig. 370 


de la poutre reste collée à la surface. Le passage de la forme rectiligne 
à cette forme d'équilibre se produira, comme on sait, avec une force 
longitudinale 

20,2EJ 

[2 L . 

Examinons maintenant les formes d'équilibre de type (B) (fig. 370). 
Il est clair que le passage à une telle forme d'équilibre ne peut pas 
être réalisé au moyen d’une petite (aussi petite que l’on veut) dévia- 
tion du système par rapport à sa position initiale. Effectivement, 
en communiquant à l'extrémité de la poutre une certaine déviation 
avec le dessein de ne pas la voir revenir à sa position initiale et de 
la faire adopter une forme de type (B), nous devons choisir cette dé- 
viation suffisamment grande pour que le moment créé par la force 
P cos 6, qui la dévie de sa position initiale, soit plus grand que celui 
créé par la force P sin 6 qui la fait revenir à sa position initiale. En 
d’autres mots, nous lui devons conférer un déplacement plus grand 


P,r cos Ô — 
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qu'une cerlaine valeur donnée. Après cela, le système, laissé à lui- 
même, ne reviendra pas à sa position initiale. 

Pour quelles conditions les formes d'équilibre de type (B) sont- 
elles possibles? Dans notre cas, la seule forme possible d'existence 
de la déformée est celle pour laquelle tous les points de la poutre 


Fig. 371 


incurvée vont se situer plus haut que la surface horizontale. Il y a 
ici deux possibilités: 1) l’incurvation s'étend sur la poutre toute 
entière (fig. 371, B,), 2) l’incurvation s'étend sur une partie de la 
poutre (B.). 

Examinons le premier cas (B,). A l'extrémité de la poutre pour 
s = L, la courbure est nulle (dt/ds — 0). C'est pourquoi, de la formule 
(4) du problème précédent (p. 249), on déduit 


=. 
Pour s = 0, nous avons & — —6. De la formule (3) (p. 249), nous 
obtenons 
— sin = ksin Vos (1) 
tandis que de (1) et de (5) (p. 249) 
PI? 2 
==] F(+)-F(60) |: (2) 


Conformément à (6) (p. 250), les coordonnées de l'extrémité de la 
poutre dans le système x'y’ seront 


E (+) -E (60 
 F(5)-F@o 


VL 2k cos Vo | 
F(+)-F (40 


(3) 
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Trouvons de la première expression (7) (p. 250) le déplacement hori- 
zontal du point d'application de la force: 


z; Ur . 
À =1—T c056—L sin 6. (4) 


On peut maintenant tracer, pour les formes d'équilibre (B,), 
la courbe de dépendance de PE*/EJ par rapport à À/1 pour certaines 


valeurs de 6 (10°, 20°, 30°). Pour ce faire, s'étant fixés des valeurs 
de x trouvons de (1) #,. De (2) trouvons, en nous aidant des tables 


pour les intégrales elliptiques, PÆ/EJ et, de (3) et (4), +. 
Sur la fig. 372 sont représentées trois courbes. En les traçant, 
on a tenu compte de ceci que pour la forme d'équilibre de type (B,), 
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la force P passe au-dessus de l'origine des coordonnées et w, reste 
plus grand que —:x/2. La ligne en pointillé sur la fig. 372 indique 
la limite supérieure de ces courbes. Pour des valeurs de PP/EJ plus 
grandes, la courbe de dépendance cherchée doit se déterminer con- 
formément à la forme d'équilibre de type (B.). Dans ce cas, au point O 
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(fig. 371), do = —x/2 et à la place de (1), nous aurons 
k— sin &. (1°) 
A la place de (2), nous obtenons 


Fe [F(+)-F |. (2 


A la place de (3) et de (4), nous aurons 


Li (3°) 
4 F(+)-F 40 
YL _ 
Te 
À I ZL | ; 


De cette façon, nous trouverons Æ de (1”). Pour une certaine valeur 
arbitraire de Pl/EJ, de (2’) trouvons L,/l, et de (3°) et (4°), nous 
obtiendrons À/1. Les résultats des calculs sont représentés par les 
courbes qui, sur la fig. 372, se trouvent au-dessus de la ligne en 
pointillé. 

Analysons les résultats obtenus. Si ô — 0, on aura une perte de 
stabilité selon Euler pour 


PI? 72 
ET = 4 SJ 2,46. 


Pour ê Æ 0 et pour PE/EJ << 20,2/cos 6, il y aura perte de stabilité 
seulement dans le grand. La déviation qu'il faut communiquer à la 
poutre pour qu’elle passe à une nouvelle forme d'équilibre, diminue 
avec l’augmentation de la force P. Par ailleurs, la perte de stabilité 
(en fonction de 6) ne peut se produire pour une force plus petite 
qu’une valeur déterminée. C’est ainsi que pour 


6—10° 2m % 3,95, 
6 — 20° me % 4,95, 
6 — 30° mm À 5,25. 
Dans tous les cas P.. se détermine comme étant probable dans l’in- 


tervalle 


20,2EJ 
Pin Po cos 6 ? 


avec cela Pin = f (Ô). 
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139. Le système est toujours stable par rapport à des perturba- 
tions infiniment petites. 

Considérons le système dans ‘une position inclinée (fig. 373). 
Désignons par R la force qui soumet la barre flexible à une compres- 
sion. Après avoir égalé à zéro la somme des moments des forces par 
rapport au point O, nous aurons 


P-21 sin ® = R-‘04. (1) 


Utilisons ensuite la règle connue selon laquelle la somme des pro- 
jections des segments d'une ligne polygonale est égale à la projec- 
tion du segment qui ferme cette ligne, et projetons le quadrilatère 


Fig. 373 


fermé ODCB sur l'axe vertical d’abord et l'axe horizontal ensuite. 
Nous obtiendrons 


21 cos q— a sin p — BC -cos pi, | 


— a + 21 sin + a cos p= BC -sin pi, (2) 


de là, nous aurons 


sin ps (1 — COS P) 


(g Pi = 
cos Pr sin ® 
Trouvons, ensuite, 
OA=a cos pi = = — 
V'1+tg2 : 
COS P—— _ sin 


v1-2< = sinp+2 Te peur 
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Ainsi, l'expression (1) prend la forme suivante 


a 
cotg a 
P — R< 


21 PR SEE NE 
ARE sin pH TE ({—cosq) | 


De toute évidence, le segment BC = 21 — . À étant le rapproche- 
ment des extrémités de la barre flexible. Elevant au carré et addi- 
tionnant les égalités (2), nous trouverons 


+= 1-2-5snp+2 À ; (1 — cos ®). (4) 


La force R qui figure dans l'expression (3) dépend de À. Détermi- 
nons cette dépendance de l'équation d'une barre souple à laquelle 
ont été communiqués de grands déplacements (voir solution du 
problème 137). Pour s = 0, nous avons d&/ds = 0, et de l’équa- 
tion (4) (p. 249) Pr = x/2. 

Pour s — 0, nous avons & = O0 et de la formule (3) (p. 249), nous 
obtenons : 4, = 0. 

Le raccourcissement de la barre À sera À — 21 — 2r. De (6) 
(p. 250) trouvons 


(3) 


De (5) (p. 249), nous obtenons 
ar (s) 


Fixons quelques valeurs du MS k des intégrales elliptiques et 
dans des tables trouvons F (x7/2) et E (x/2)et, puis, Bet A/21. Etablis- 
sons la table suivante: 


arcsin À | 0 


7 

B 1,571 | 1,574 | 1,583 | 1,508 | 1,620 | 1,649 | 1,686 

+ 0 0,008 | 0,030 | 0,068 | 0,144 | 0,184 | 0,262 

R__# |, 1,004 | 1,015 | 1,036 | 1,062 | 1,102 | 1,153 
P£E 72 


Dans la dernière ligne de la table, on a donné le rapport entre la 
force R qui comprime la barre et la force d’Euler Pe = n°EJ/(2l}ÿ. 
La courbe de dépendance 


Fa =!(7) 


est montrée sur le graphique de la fig. 374. 
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Fixons maintenant quelques valeurs de l’angle œ et, de l’équation 
(4), déterminons À/21 et puis, sur le graphique, trouvons R/P%, après 
quoi, de l'équation (3), déterminons le rapport P/Pg. Ainsi, nous 


Fig. 374 


obtenons la fonction P/Pr = f (+), dont la courbe est représentée 
sur la fig. 375. Le sens de cette courbe est le même que pour les 
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courbes des fig. 368 et 372 obtenues lors de la résolution des deux 
problèmes précédents. Ici cependant, à la différence des cas étudiés 
plus haut, la courbe a un point d’intersection avec l’axe des abscisses. 
Cela signifie que même pour une force P = 0 le système peut passer 
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à une nouvelle forme d'équilibre si on lui communique une pertur- 
bation suffisamment grande. Pour a/2l = 0,5, nous avons m, — 
= 63,5°, ce qui correspond à l'emplacement des points OBC sur 
une même droite (fig. 376). 

Pour une grande force P, la déviation qu'il faut conférer au 
système pour qu'il ne revienne pas à sa position initiale, sera petite. 


Fig. 376 


Si la précision avec laquelle a été faite l'installation, ainsi que les 
forces extérieures agissant dans la suite sont telles qu'elles garantis- 
sent l'absence des angles d'inclinaison dépassant 5°, on peut affir- 
mer, conformément au graphique, que la charge limite P que le 
système peut supporter sera plus grande que 5P%. 

A la différence des problèmes 137 et 138 étudiés plus haut, la 
force critique n’a pas non plus de limite supérieure. Cela est dû 
âu fait qu'on n’a pas tenu compte de la compressibilité d’une barre 
flexible. Si l’on en tient compte, il est aisé d'établir que le système 
devient instable par rapport à des perturbations infiniment petites 
pour 


9 
M 


a 
P—EF Pr 
F étant l'aire de la section de la barre flexible. 

140. Avant la perte de stabilité, l'anneau se trouve sous l'action 
d’une sollicitation externe uniformément répartie qg = P/R. Dans 
les conditions ordinaires, si au cours du processus de flexion de 
l'anneau g reste invariable, la perte de stabilité surviendra lorsque 


__3EJ 
1: 


Avec cela, l’anneau prend une forme proche de celle de l’ellipse. 

Cependant, dans le présent problème l’anneau sera toujours stable 
dans le petit. En effet, si pour une raison quelconque l'anneau se 
met à s’incurver en adoptant au moins la forme d’une ellipse, la 
charge répartie q = P/R va croître là où la courbure augmente et 
décroître là où cette courbure diminue. Sur les extrémités du grand 
axe, g croît tandis qu'aux extrémités du petit axe, g diminue (fig. 377). 
La différence entre ces charges fera que l’anneau reprenne sa forme 
circulaire. | 

Pour que l'anneau ne reprenne pas sa forme circulaire, il faut, 
de toute évidence, lui communiquer une incurvation suffisamment 
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grande telle que, sur un certain intervalle, l'anneau se trouve éloigné 
du fil. Avec cela, il sera beaucoup plus facile d'établir la forme de la 
déformée au moyen d’une expérience simple consistant à confection- 
ner un anneau en papier et à le tendre ensuite par un fil fin ordinaire. 


A la fig. 378, on a montré la forme d’un anneau ayant perdu de 
stabilité. 


Examinons la partie d’à droite de l'anneau après l’avoir sectionné 
au point où le fil se trouve en pente (fig. 379, point 1). Dans cette 


Fig. 378 Fig. 379 


section de l’anneau apparaissent un moment fléchissant M, et une 
force normale de compression NV. L'effort tranchant est, de toute 
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évidence, nul puisque s’il en était autrement, les conditions d’é- 
quilibre du tronçon O1 de l'anneau ne seraient pas respectées. 

Pour étudier les conditions d'équilibre de cette forme de l'anneau 
flexible, nous nous servirons des relations établies auparavant lors 
de la résolution du problème 137. Ces relations avaient été établies 
pour le cas d’une barre rectiligne flexible. Ici, par contre, nous avons 
à faire à un anneau de courbure constante 1/R. Or, un anneau de 
courbure constante s'obtient d'une barre droite aux extrémités de 
laquelle on applique un moment M — EJ/R. Par conséquent, ce 
problème (et bien d’autres encore) de la flexion d’une poutre souple 
à la courbure initiale constante, se ramène au problème de la flexion 
d’une poutre droite, de mêmes longueur et rigidité, si l’on ajoute à 
la sollicitation donnée des moments M = EJ/R appliqués à ses 
extrémités. 

Désignons la longueur du tronçon O1] par L,. L’arc s, nous le comp- 
terons de © à Z. L'expression (1) (p. 248) prendra pour le premier 
tronçon de l'anneau la forme suivante: 


AC. 
P=uV =: (1) 
Pour s—0ets = 1, Lo = 1 = 0 et, conformément à (3) (p. 249), 
nous obtenons 
sin Yo = 0, sinv, = (0. 


Comme l’angle # croît tout au long de l'arc s, alors en passant, au 
point d'’inflexion, par la valeur 5 (voir problème 137), après avoir 
posé %Ÿ, —= 0, nous obtiendrons 4, = x. 

La courbure de la poutre au point 7 sera, conformément à (4) 


(p. 249), 
(<), =2 + COS Yi, 
ou 


(&),--2y& Ê 


L'expression (5) de la p. 249 prendra, pour s = L,, la forme sui- 
vante 


UV A m=2r (+), @ 


où F, (x/2) est l'intégrale elliptique complète de première espèce 
pour un module k,. (Pour le second tronçon, le module sera k..) 


Avec cela, 
F(n3)=nr (5). 


D'après l'expression (6) (p. 250), les coordonnées du point 7 
seront 


a=—7—2E (5) (4 
EJ 
4k 
= —. (5) 
EJ 


Passons maintenant au deuxième tronçon de l’anneau: le tronçon 
1-2. L'anneau se trouve ici sous l’action d'une charge distribuée 
dont l'intensité est proportionnelle à la courbure de l'anneau. Il 
est connu que sous une charge uniformément répartie, le problème 
concernant les grands déplacements d’une barre se résout non pas 
au moyen des intégrales elliptiques données dans des tables, mais 
bien au moyen des intégrales ultra-elliptiques qui, elles, ne sont 
pas données dans des tables. Pour le cas présent, cependant, le pro- 
blème est beaucoup plus simple. Etant donné que le fil est absolu- 
ment souple, nous pouvons considérer le fil et l’anneau pris ensemble 
comme un seul anneau doté de la même rigidité EJ et supposer que 
sur le deuxième tronçon, au point 7, sur l'anneau agissent une force 
de compression N — P et un moment M,. Et pour une telle charge 
le problème concernant les grands déplacements peut déjà être résolu 
en se servant des intégrales elliptiques. 

Pour une telle approche au problème, la charge q agissant sur 
l'anneau de l'extérieur, devient un effort interne agissant et sur 
l'anneau et sur le fil. À propos, à partir du raisonnement précédent, 
on peut faire une conclusion assez générale, quoi que très peu con- 
pue, selon laquelle sous une charge répartie proportionnelle à la 
courbure d’une poutre déformée, le problème des grands déplace- 
ments se résout au moyen des intégrales elliptiques. 

Comme sur le deuxième tronçon de l’anneau il n'y a pas de points 
d’inflexion et que, par conséquent, nulle part sur ce tronçon dt/ds 
ne devient égal à zéro, la valeur de C, dans l'expression (2) (p. 248) 
doit être plus grande que l'unité. Si, par contre, nous désignons, com- 
me dans le problème 137, C,; par #* et sin &/2 par k sin w, nous abou- 
tissons aux intégrales elliptiques avec un module plus grand que 
l'unité. Il n'existe pas de tables pour de telles intégrales. C'est 
pourquoi, les expressions (3)-(6) du problème 137 doivent subir des 
transformations. 


Introduisons pour le second tronçon les notations suivantes: 


1 
G=p é 
sin 5 — sin y da 
2 Li 
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l'équation (2) (p. 248) prendra alors la forme suivante 
L = + V1 — k sin2, 


l, étant la longueur du second tronçon. Comme sur le second tronçon 
la courbure est négative, nous adopterons le signe moins: 


d 2 A? a — 
LE 5 V SVT sy. (7) 
Mettant ici à la place de rs un 
2 cos dy 
sin © 1 
2 
obtenue de (6), nous trouverons 
0 _— 
js IE Vas" (8) 
. EJ 
d'où 
k 
NS (Ÿ) — F2 (bo)]. (9) 
EJ 


Et puis, tout comme dans le problème 137, 
dx = dr = (1— —2sin? = s +) ds, 


dy = dy —2sin & cos& ds. 
Mettons ici sin £ tiré de (6) et ds tiré de (8). Nous obtiendrons alors: 
dx = V7" — K; sin 24p d\p — (+ 1} ds, 
° EJ 
dy = 2, k3 sin? 1 


—P = = 0 Ve 
RE 2V/1—%4 sin2 


Après intégration, nous trouverons 


D — 7 LEs (D) — En (ho) — (7 — 1) s (10) 
k} . 
y—yo= — © (V1 sin? y, — V1—Æsin2pl. (11) 


= 
EJ 


Examinons maintenant les conditions aux limites pour le deu- 
xième tronçon. 
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Au point. J, c'est-à-dire au commencement du second tronçon, 
C1 = 0, tandis qu’à son extrémité (point 2) £a = —180°. D'après (6) 


sinŸ, = 0, sin, = —1. 


Nous prendrons w, — 180°, 1, — 270°. 
Comme F (nx/2) = nF (x/2), de (9) nous obtenons pour l'extré- 
mité du second tronçon 
X 
kF(+) 


l ui ————— 
| pe 
EJ 
Mettant dans l'équation (7) ÿ — 180°, nous trouverons la courbure 
de l’anneau sur le second tronçon au point 1 


(12) 


La courbure ne présentera pas de discontinuité au point Z. C'est 
pourquoi, nous allons égaler la courbure obtenue à celle qui avait. 
été trouvée au point Z du premier tronçon (2), c'est-à-dire 


5 "NN _1 N—P 
ki y & LV 7e (13) 


La coordonnée x de l'extrémité du second tronçon est nulle tandis 
que la coordonnée d'origine de ce second tronçon doit coïncider avec 
celle de l’extrémité x, (4) du premier tronçon. C'est pourquoi, pour 
S = l;, z —=0 et x, — x, (4) nous obtiendrons de (10) 


À 8,(5) ue — (5) (2e, 9 
VT 1. 1 Sue (5) ki | 


De façon analogue, nous trouverons y, distance entre les points O 


et 2, 

4 + — — (1 VTT) (15) 
EL ka ANSE": 
V EJ, 


En excluant maintenant V N/EJ et V (N — P)/EJ des équations 
(3), (12), (13) et (14), nous obtiendrons alors 


Re e(2) (dt) r() au [r (5-28 (5)], 60 
,  2HAi(S) 


KR) 


(17) 
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Or, la somme des longueurs L, et L, est égale à la moitié de l'arc de 
l'anneau 


L+l=7e, 
d'où 
Lu 
= (18) 
rR 145 
le 


—. pl 
NRE2 2 
V EJ — C L. (19) 
1 — 
rR 
PR?  NR2 
ET ps (ER Qi 


Ainsi, les calculs s’effectueront dans l’ordre suivant. 

Fixons une valeur de 4, (ou une valeur de l'angle de module 
&, — arcsin x) et en nous servant des tables des intégrales elliptiques 
complètes, choisissons X, tel que l'équation (16) soit satisfaite. Il 
est pratiquement beaucoup plus commode de faire ça en construi- 
sant à la fois les graphiques de dépendance entre le premier et le 
deuxième membres de l'équation et k, et X. 


70 
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Trouvons de (17) et (18) Z,/xR et de (19) et (20) la valeur de la 
force P (20). La flèche w correspondant à cette force (la diminution 
du diamètre vertical) sera, conformément à (15), 


= 2R — Y: 
D (AV) — 44 (21) 
R "NR? L kiki nn | 
EJ 
De cette façon, on détermine un point de la fonction 


rtf). 


Sur la fig. 380 on a montré les résultats des calculs sous forme 
d’une courbe rappelant celles qui avaient été obtenues dans les 
trois problèmes précédents. La valeur minimale de la force critique 
est égale à 


EJ 
Prin == 2,1 TR2 . 


Cependant, cette valeur n'est la plus petite que du point de vue 
purement formel puisque le déplacement est, avec cela, égal à 


2,65: en d’autres mots, la diminution du diamètre de l’anneau se 
trouve plus grande que le diamètre lui-mé- 
me. Le contour de l’anneau prend la forme 
de la courbe montrée sur la fig. 381. 
Il est clair que dans des conditions 
réelles, les déformations initiales de l’an- 
neau par rapport à sa forme circulaire 
sont très petites; en d’autres mots, w/R 
reste sensiblement plus petit que l'unité. 
Pour de petites valeurs de w/R, les calculs 
donnent des valeurs nettement élevées de 
PR'/EJ ne pouvant pas trouver de place LE 
sur le dessin avec l'échelle qu’on a em- 
ployée pour construire la courbe de la 
fig. 380. Dans ce cas, il est commode de Fig. 381 
transformer les formules établies en tenant 
compte du fait que k, et k. sont des grandeurs petites. Avec cela, 


Fi(=) + (1+$+...), 
A (E)e (1444) 
En vertu de (17), (18), (19) et (20), 


hi Lo 4 ©  2ki TNRE , 1+2k: 
lo 0 2x 7 1+2k4 ? EJ TT 2h ? 
PR? _ 1+4k 


Enfin, : $ 
F2 Lu (114 2) 4], 


+ © 4h. (23) 
L2 


Ainsi, poug de petits F + nous obtenons en excluant k, de (22) 
et de (23) 


[4 
PR, TR 4 


Er CNE Z'° 
À F) 


Revenant à la notion de stabilité dans le grand qu'on a exposée 
à la page 247, nous voyons que, en définitive, le problème étudié 
n’a, à proprement parler, pas trouvé de solution. On a seulement 
trouvé des formes d'équilibre dont l'analyse montre que l'anneau 
est « très stable ». Pour juger de la stabilité du système, il faut tenir 
compte de la classe des perturbations existant dans la réalité et 
limitées d’une façon raisonnable; il faut aussi tenir compte des 
types d’imperfections initiales qui se présentent sous forme de faus- 
sage de l'anneau et d’inhomogénéité du matériau dont est fabriqué 
l'anneau. Jusqu'à présent, une telle analyse n’a pu être réalisée 
dans aucun problème. 

Dans ce sens, l'exemple étudié ne constitue pas une exception. 
La théorie de la stabilité des systèmes élastiques n'est pas encore 
en mesure de donner, par exemple, une solution satisfaisante des 
problèmes d’une extrême importance du point de vue pratique, tels 
le problème de la stabilité d’une coque sphérique se trouvant sous 
l’action d’une pression externe et celui de la stabilité d’une coque 
cylindrique soumise à une compression axiale. 

141. De par son essence, le problème s'apparente au problème 
précédent. Examinons, pour commencer, les formes d'équilibre de 
l'anneau pour de grands déplacements. 

Supposons que le rayon de l’anneau dans son état libre est plus 
grand que le rayon de la frette d’une quantité égale à A. L'arc ABC 
(fig. 382) a pour forme hypothétique d'équilibre AB'C'. Le point B 
passe au point B’ tandis que C, au point C’. De la condition d'égalité 
des arcs AB et AB”, établissons le lien entre les angles q, et p.: 


1 
DR — (7 — Pi), (1) 
où l'on a désigné e par e = . 


Examinons maintenant les équations d’une barre flexible (voir 
problème 137, p. 248). Sur le tronçon C’B”, nous aurons une forme 
rappelant un pli. Prenons le point C’ pour l'origine de l'arc s. Il 
variera de zéro jusqu'à L = Ro®,. C'est pourquoi, l’expression (1) 
(page 248) prend la forme suivante 


= où. (2) 


268 


Au point C” l'angle d’inclinaison de l'arc & — 0. Par conséquent, 
sin Ÿo = 0. Posons 1ÿ, = 0. L’angle elliptique + va croître tout au 
long de l’arc s. Au point d'inflexion (comme il ressort de l'expression 


Fig. 382 Fig. 383 


(4), p. 249), cet angle est égal à x/2. Au point K (fig. 383), il deviendra 
égal à x. Puisque sur l'intervalle KB’, il n’y a plus de points d’in- 
flexion, l’angle 4 restera au point B° plus petit que 31/2. Désignons- 
le par w,. Après substitution de s = !, nous obtenons de l'équation 


(5) (p. 249) 
B=—F (hi). (3) 


Au point B’ la courbure de l'anneau est connue. Elle est égale à 
la courbure de la frette, c’est-à-dire 


dé ___ 1 
ds  R—A° 
L'équation (4) (p. 249) donne 
R 
— 2 = 2Bk cos ps. (4) 
Enfin, l'angle d'inclinaison de la courbe au point B° est donné: 
Ep = —Pe 
Nous obtenons alors de l'équation (3) (p. 249) 
— sin (5-5) = k sin V1. (5) 


Les équations (6) (p. 250) donnent les valeurs des coordonnées du 
point B’ dans le système des axes zx, y (fig. 383): 


= + E(m)—1, (6) 
= = (A — cos pi). (7) 
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Comme on le voit à la fig. 383, 
z = (R — A) sin #,. 
C'est pourquoi, nous obtenons encore une équation : 
1 — a — 


e . 2 
— sin 0 = E (1) —1. (8) 


0 


Dans les équations (3), (4), (5) et (8),on a pour inconnues : le module 

k des intégrales elliptiques, l'angle elliptique +,, l'angle œ, et la 

force P. Ils doivent être déterminés en fonction de e = A/R. Pour 
commencer, excluons B de l'équation (4) à l’aide de (3): 

—- 0 = 2k cos YF (1). (9) 


[4 


Et puis, des équations (5) et (8), nous obtenons 


1—e : 17 an2a __ 2E (bi) 
2k sin, V 1—k2sin Ve D) 1. 


Eliminons, à l’aide de l'équation (9), (1 — e)/w,. Alors 


cos Wa [2E (1) — F (41)]— sin pi V 1 — sin? 4, = 0. (10) 


Dans cette expression figurent seulement deux inconnues X et .. 
En s’aidant des tables des intégrales elliptiques, on peut, à la base 
de l'équation (10), constituer la table auxiliaire suivante. 


k Ÿ: sin Ÿ1 cos 1 F (Ÿ1) E (11) 
0 4,493 —0,9761 —0,2172 4,494 4,494 
0,05 4,493 —0,9761 —0,2174 4,497 4,491 
0,10 4,493 —0,9760 —0,2178 4,504 4,482 
0,15 4,492 —0,9759 —0,2184 4,517 4,469 
0,20 4,491 —0,9756 —0,2194 4,536 4,449 
0,25 4,490 —0,9753 —0,2207 4,559 4,422 
0,30 4,488 —0,9749 —0,2224 4,590 4,391 
0,35 4,486 —0,9744 —0,2246 4,626 4,352 
0,40 4,482 —0,9738 —0,2274 4,670 4,307 
0,45 4,479 —0,9730 —0,2310 4,723 4,255 
0,50 4,479 —0,9719 —0,2355 4,784 4,196 
0,55 4,469 —0,9704 —0,2414 4,856 4,129 
0,60 4,461 —0,9685 —0,2492 4,940 4,052 
0,65 4,449 —0,9656 —0,2599 9,038 3,965 
0,70 4,433 —0,9613 —0,2757 5,152 3,866 
0,75 4,407 —0,9538 —0,3003 5,281 3,750 
0,80 4,361 —0,9390 —0,3439 5,421 3,612 
0,85 4,259 —0,8989 —0,4382 5,530 3,427 
0,90 3,843 —0,6451 —0,7641 5,313 3,000 
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Revenons, ensuite, à l'équation (8) qui, après substitution de B, 
prendra la forme suivante 


1—e . n—® à Eli) 
Po Le FD 1 (1) 


En se servant de cette table, calculons d'après l'équation (9) et pour 
un e donné, la valeur de l’angle , et puis, choisissons k tel que l'é- 


À 
fo'r 
LE 


4 G0! 402 203 GO  ,-4 
Fig. 384 


quation (11) soit satisfaite. Enfin, des expressions (2) et (3), trouvons 
PRY/EJ. 


La valeur de la flèche À au point C” se détermine au moyen du 
segment C”D (fig. 383) et, de toute évidence, est égale à 


À = y + (R — A) (1 — cos mp), 
ou, en vertu des expressions (1), (3) et (7), 


= res (cos di) + (1—e) (1+cos nn ; 


1—e 


Portons les résultats des calculs sur le graphique représenté à 
la fig. 384. Ce graphique reflète les conditions d'existence d’une 
forme d'équilibre d’un anneau incompressible placé dans une frette 
rigide. 

La condition d'incompressibilité qu’on a assumée tacitement dans 
l'analyse faite plus haut, fait sentir son influence sur l'allure des 
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courbes obtenues. Nous voyons que la forme d'équilibre de l’anneau 
existe toujours quand l'anneau se trouve détaché de la frette, c’est-à- 
dire pourvu seulement que la valeur de A soit différente de zéro. En 


PRE, à 


Fig. 385 


réalité, il n’en est bien sûr pas ainsi. La différence, petite, entre les 
longueurs de l'anneau et du périmètre de la frette s'obtient grâce à 
la compression de l’anneau. La solution obtenue pour les formes 
d'équilibre reste valable et pour le cas d’un anneau comprimé. Tout 
simplement il faudra comprendre par la valeur À non seulement la 
différence entre les rayons de l'anneau et de la frette, mais bien la 
même valeur diminuée d'une contraction due aux forces normales 
agissant dans l'anneau. 

Si en simplifiant on suppose que la force de compression est la 
même pour tous les points de l’anneau et est égale à P, nous aurons 


do A LP 
RE RT EF ? 

ou 
Ao _ A PR? ; 
RE RTE À (12) 


272 


J 

K — “R2F * (13) 
Ici, sous À on comprend la différence entre les rayons, laquelle est 
compensée par le retrait de l'anneau par rapport à la frette et cela, 
sans changement de la longueur de l’anneau, tandis que sous A, 

on comprend la différence initiale réelle entre les rayons. 
De l’expression (12) on voit que, pour tenir compte de la compres- 
sibilité de l’anneau, il faut sur la fig. 384 déplacer chaque point du 


2 
graphique à droite d'une valeur ee T K et reconstituer les paramètres 


PR°/EJ, ® et À/R en fonction de A,/R. Cela apporte des change- 
ments qualitatifs dans l'allure des courbes et leur confère une nou- 
velle interprétation. Ces courbes sont reconstruites à la fig. 385. 
Ici, la valeur de X est donnée et les trois courbes PR?/EJ, @, et A/R 
restent les mêmes que sur la fig. 384. Elles sont tracées en lignes 
fines. Prenons sur la courbe PR?/EJ un point arbitraire. En portant 
le segment KPR?/EJ à droite, à partir du point a,, nous obtenons le 
point b,. De la même façon se déterminent les points b, et b4. Le 
point a, se déplace ensuite et, par là, s'obtiennent de nouveaux 
points b,, b, et b,. Ainsi, point par point, on trace de nouvelles 
courbes PR?/EJ, Po et \NR. Chacune de ces courbes a son extremum 
pour une seule et même valeur e, = er. Les nouvelles courbes sont 
tracées en lignes grasses. 

Pour €, << €ger, l'anneau en compression n'aura pas de formes 
d'équilibre avec une partie voilée, détachée de la frette. Pour e, > 
> €ocr. nous avons à la fois deux formes nouvelles : une, stable et 
une autre, instable. Les tronçons qui caractérisent la forme stable 
sont, sur les courbes, tracés en lignes continues. 

Pour la détermination de la valeur critique ever = Avcr/R, il 
n’est pas nécessaire de construire des courbes. Elle peut être trouvée 
de façon bien plus simple. Prenons sur l’axe des ordonnées un point 
arbitraire B et menons la droite AB de telle sorte que la tangente de 
l’angle O0AB soit égale à X. Puis, parallèlement à la droite AB, me- 
nons une tangente à la courbe PR*/EJ. Nous obtenons la droite CD. 
Le point C donne justement la valeur cherchée de e,c-. En effet, en 
dérivant A,/R (12) par rapport à PR*/EJ et, en égalant la dérivée 
à zéro, nous trouverons 


P, ER 
EJ 

Ainsi, l’extremum a lieu pour une telle valeur de PR*/EJ pour la- 
quelle la tangente de l'angle formé par la tangente et l’axe des ordon- 

nées est égale à —X. C'est ainsi que se détermine le point D. Le 

segment DD, est égal à KPR°/EJ. En l’additionnant avec A/R (voir 
(12)), nous trouverons la valeur cherchée de e,.. 
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Le mode de construction qu'on vient de décrire, doit, pour un X 
donné, être réalisé sur le graphique de la fig. 384 où les courbes 
sont tracées avec une stricte observation de l'échelle. 

Pour des valeurs de Æ très petites, c’est-à-dire pour un anneau à 
parois relativement minces, la détermination de e,. d’après le 
graphique n’est pas possible. Ici, on a intérêt à simplifier les équa- 
tions établies plus haut en se servant du fait que le module k des 
intégrales elliptiques, qui diminue simultanément avec la valeur de 
K, est petit. Ainsi, pour un À petit, nous avons 

wt 
FC) = Ve TR 


J 


s\ (1 +R ain? y) dy, 
0 


ÿi 
Et) -- Jureries | 1 — sin? p) dp. 


Après de nous _ 


FE (1) = Y: ++ (1, — sin Ÿ, COS Yi), 


E (1) pi À (hi — sin ÿ4 cos à). 


L'angle 1, diffère peu de 3x/2. Posons Ÿ1=3n/2—e, € étant une 
grandeur infime. Alors, 


sin ÿy= —1; COS V4 = —E : 
F (= (14) : E(p)=<+ (1-14) | 


de l'équation (10) obtenons maintenant e:-2/3n. L'équation (9) 
prend la forme suivante 


Fo = 2ke Eu — 2k. 


Mettons, dans l'expression (11), sin — sous la forme suivante 
sin = Cosp Sinr(1+e)—sin p,cos x (1+e), 
ou 
—— 3 
sin 0 — — Te + Po — 


L'équation (11) donne en définitive e= et, par conséquent, 


3 ff 2n — 
37 
Po—2V 5€ 
En vertu des expressions (2) et (3), nous aurons 
PR? _ FZ() 
EJ qÿ 
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d’où 


__ 9x2 / PR? \-3/2 
TT ae ( ES | 
L'expression (12) pour A,;/R prend la forme suivante : 


Ao __ 9x2 f PR? le . PR? 
"R 32 ( + A ET 


EJ 
A/R prend sa valeur minimum pour 


PR? _ f 27x2 \2/5 
EJ = ( 64K 
et devient égal à 


ever = + RS (OST (ET + +)". 


ou 
eper & 2,9K°". 
Pour un anneau de section rectangulaire bX h, 
Re kè 
7 12R2 


c'est pourquoi, 
6/5 
60 er — 0,65 (+) | (14) 


e, peut être interprété aussi comme un allongement thermique. 
Alors, 


hk \6/5 
€o cr — Œler —= 0,65 (+) e 


Il est curieux de souligner que dans le problème étudié le degré 
d'influence de la relation /R sur les charges critiques est moins 
élevé que dans le problème ordinaire de la stabilité d'un anneau. 

Nous référant à la pression de contact entre l’anneau et la frette, 
nous obtiendrons 


de là 
Qer —0,605Eb (+) a 


Par contre, pour le cas habituel d’un anneau sollicité par des forces 
normales ou des forces centrées (voir problème 130), la valeur critique 
de q se détermine au moyen du rapport J/R3, c'est-à-dire au moyen 
du rapport h/R élevé à la troisième puissance. C’est pourquoi, l’an- 
neau est doté d’une grande stabilité lorsqu'il se trouve dans un 
« encadrement » rigide. 
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142. Il est impossible de donner à la question posée une réponse 
univoque. Examinons le processus de translation de la barre. L'équa- 
tion ordinaire de la stabilité 


M = Efy" = —Py 


se complique maintenant par l'introduction des forces inertiales 
transversales d'intensité q pour prendre la forme suivante 
EJyAN = — Py" + q. 
Or, 
__ YF y 
£ FETA 


y étant le poids spécifique du matériau de la barre, F, l’aire d'une 
section transversale. Nous obtenons l'équation différentielle 


vF 6y y Foy 
eee TE gt Pau = 0. (®) 


Posons 
; mir 
y — D Le Sin EURE 


où 7} représente certaines fonctions du temps é. 
Mettons cette expression dans l'équation (1). Nous obtiendrons 
alors 


F æ&T CE 
+ TE + m® (m?— 2) Tm = 0, (2) 
avec 
2 P 
TE 


Dans notre cas, n° = 10. 

Si m° > n°, l'équation (2) se résout au moyen des fonctions tri- 
gonométriques, ce qui correspond aux oscillations périodiques de la 
barre. 

Si m° < n°, l'équation (2) se résout au moyen des fonctions expo- 
nentielles 


Tim = Amekmt + Bne km, 


avec 
TMEJg , 
km pu mm), 


tandis que m prend trois valeurs entières 4, 2, 3. 
Naturellement, seuls nous intéressent les termes ayant un accrois- 
sement illimité dans le temps. C’est pourquoi, l’on peut écrire 
y = A,ekit sin _ + Asek:t sin FE + Asehsf sin e. . 
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L'exposant de l’exponentielle k,, qui caractérise la vitesse d’ac- 
croissement d'une forme quelconque dépend de la valeur de m. 
Pour m = 1, 2, 3 et n° — 10, la grandeur m° (n° — m°) qui figure 
dans l’expression sous le radical de k,, prend respectivement les 
valeurs 9, 24 et 9. Ainsi, la vitesse d’accroissement des flèches pour 
la forme de flexion selon deux demi-ondes se trouve plus grande que 
pour la forme de flexion selon une ou trois demi-ondes. C’est là, 
sans doute, la seule affirmation sûre que nous pouvons faire en liai- 
son avec la question posée. 

C'est que nous ne savons rien des valeurs 4,, 4, et À, qui caracté- 
risent la courbure initiale de la barre. Même si l’on considère ces 
paramètres comme statistiquement équivalents, la solution obte- 
nue, dans ce cas, du problème linéaire ne nous renseigne pas encore 
sur le comportement de la barre dans la phase des grands déplace- 
ments. Si par ailleurs nous poussons plus loin notre étude et essayons 
d'analyser le comportement de la barre pour de grands déplacements, 
nous constaterons que, malgré tout, il nous manque des données de 
base pour avoir une solution complète du problème. 

En effet, que cela veut dire: « D’après quelle forme s’incurvera 
la barre? ». De toute évidence, il faut d’abord se convenir sur les 
questions suivantes: où se termine le déroulement du mouvement? 
qu'est-ce qui limite le déplacement vertical de l’extrémité supérieure 
de la barre? ou quelle est la durée de l’action de la force? Mais toutes 
ces questions nous emmèneraient très loin. 

143. Le problème proposé ici touche de 
nouveau des questions de principe sur la 
stabilité des systèmes élastiques et sa solu- 
tion conduit à la nécessité de donner une 
nouvelle formulation du critère de stabilité. 

Représentons-nous que la barre ait un 
peu dévié de sa position initiale d’équili- 
bre (fig. 386). 

L'équation de la déformée sera 


EJy = Pf—y)— Po(l— x), 
d'où 
y = À sin ar + B cos ax + f — p(l — x), 


P 
2 — 
avec «œ TE] : 


Pour z=0, y=0 et y’ = 0. 
Pour z =71, y=f tandis que y’ = +. 


Pour satisfaire à ces conditions, nous obtenons quatre équations : 
B+f—œi=0, Aa + œp=0, 
Asinal+Bcosal=—0, Acosal—B sin al —0. 
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Examinant les deux dernières équations, il est aisé d'établir que, 
indépendamment du choix de «l, les constantes À et B sont nulles 
puisque le déterminant 


sin Œl cos œl 
cosœi —sin œl 


ne l'est pas. Or, si À — B = 0, la seule forme d'équilibre qui reste 
possible pour la barre est la forme initiale rectiligne. 

Dans tous les problèmes qu'on a traités plus haut, on avait cons- 
tamment identifié deux notions: « perte de stabilité » et « existance 
des formes d'équilibre, autres que la forme initiale ». C'est pourquoi, 
dans le problème présent, nous nous trouvons devant un choix: 


Fig. 387 


ou renoncer à cette identification familière profondément enracinée 
desdites notions ou bien accepter que le système reste stable pour 
n'importe quelles valeurs de la force 2. 

C'est cette première notion qui est juste. La forme initiale d'é- 
quilibre ne reste stable que jusqu'à une certaine valeur de la force P. 
Pour une force dépassant cette valeur, que nous appellerons toujours 
critique, a lieu le passage, non pas à une nouvelle forme d'équilibre, 
mais bien à une certaine forme de mouvement avec une déviation 
croissante par rapport à la position initiale d'équilibre. La condition 
d'apparition de cette forme de mouvement sert de critère de stabilité 
et porte le nom de critère dynamique de stabilité. 

Examinons le modèle mécanique suivant représenté sur la fig. 387. 
Deux barres homogènes ayant des masses m, et m, sont reliées entre 
elles par un ressort de rigidité c. Un ressort identique relie la barre 
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inférieure à un appui articulé. La ligne d'action de la force L° coïncide 
constamment avec la direction de l’axe de la barre supérieure. 

Prenons pour coordonnées généralisées les angles de rotation des 
barres œ, et w.. Les déplacements des centres des masses de chaque 
barre seront alors : 


Yi == Qu, Ye = 21m + lPe, 
21 étant la longueur de chaque barre. 


Les moments d'inertie par rapport aux axes centraux d'une sec- 


= 


tion transversale de chaque barre seront respectivement égaux à 


J, = et Js =: mol® & 


Introduisant les forces d'interaction dans l'articulation (fig. 388), 
établissons les équations de mouvement. 
Pour la barre supérieure, 


Y-=P, X :Pqs+ mas, | 
J'aPe + Maÿal + € (pa — qu) = 0 
Pour la barre inférieure, 
cpu + Ji — c (pe — mp) + XA + mil —Y2ip, = 0. (2) 


Excluant y,, y, À et Y et, exprimant les moments d'inertie par 
l'intermédiaire des masses, nous obtiendrons deux équations diffé- 
rentielles linéaires par rapport à ®@, et ®.: 


(1) 


+ malèQs + 2malËqu + c (fe 1) == 0 
( Am,l + + ml) Pi + 2mal2pe + (3) 
+ (2c — 2P1) pi + (2PI— c) pr = 0. 
Posons, comme d'ordinaire, 
= Aie, mp = Aset, (4) 


Après substitution, nous arrivons à deux équations par rapport à 
A,et 4,: 
1 < LR 


A (2m — €) + Aa (+ malt +c) = 
As (Amal + + me + 26—2P1) + A (2m2Pk? + 2PI—c) = 0 


Pour déterminer les conditions d'existence de solutions non 
nulles, faisons s’annuler le déterminant. Cela donne une équation 
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quadratique par rapport à k* : 


mok?l® 


)B+4p)+ M 8 (8+u—5)+5-0, (5) 


( mok2l? 
C C 


OÙ U = My/Moe 

Le terme libre dans l'équation (5) ne dépend pas de la force LP, 
Par conséquent, il est impossible de choisir un P tel que k devient 
nu}, et c’est pourquoi si l’on revient aux expressions (4), on constate 
que les angles , et ®, ne peuvent pas être constants. Le modèle 
étudié possède une propriété identique à celle d’une barre encastrée 
sollicitée par une force dont la direction suit le mouvement de la 
barre. 

Il n'est pas non plus difficile d'établir de l'équation (5) que la 
valeur de k*® pour n'importe quelles forces P reste plus petite que 
zéro. Cela signifie que k n’a pas de valeurs réelles et que les con- 
ditions d'un mouvement apériodique font défaut. Posons que 


HV “= =e+i, 


et trouvons la condition pour laquelle & peut être une grandeur 
positive. Cela correspond à l'apparition d’un mouvement oscilla- 
toire avec une amplitude croissante. 

Séparant dans l'équation (5) les parties réelle et imaginaire, nous 
obtiendrons 


[(e2—w2)2— Ae%w?] (3 + 4) + 3 (82— 0?) (8+p—5 +) ++ =0. 
ec (e2— ?) (3+ 4u)+ 6ew (8+u—5 À) —0. 


Excluons w. Alors, 


e‘4 (3 + 4u) + e26 (8+u—5 —) RTS a a 
d'où 
3 5e-—8—n+ VIF 
4 3+4u 


La valeur la plus petite de P pour laquelle &*° (et, par conséquent, 
une des racines de &) devient positive, sera 


Per = (8+u—V3+4u). 


La valeur de la force critique dépend de la distribution des masses 
entre les barres. Dans le cas où m,—m., u — 1. Alors 


ge? — 


280 


Si la masse de la première barre est petite par rapport à la masse de 
la seconde, u —0 et 


Pr=- = _(8— V3). 


Au fur et à mesure que la masse de la barre supérieure diminue par 
comparaison à celle de la barre inférieure, la valeur de pu croît indé- 
finiment. De la même façon croît indéfiniment Per aussi. Et ça se 
comprend. Dans le cas de l'absence 
des forces transversales d'inertie, la 
barre supérieure se trouvera toujours 
sur une même droite avec celle infé- 
rieure. 

Dans des systèmes permettant une 
analyse de la stabilité basée sur l'étude 
des formes d'équilibre, c'est-à-dire 
dans les systèmes ordinaires, le critère 
dynamique donne les mêmes résultats 
que le critère statique. Examinons, 
par exemple, le même système de bar- 
res dans les conditions de la sollicita- 
tion par une force qui conserve sa 
direction (fig. 389). Dans ce cas, à la 
place des équations (1), nous obtien- 
drons 


Y =P, X — Moÿo. 
JaP2 + Maÿal + © (a — p1) — P2lpe = 0. Fig. 389 


L'équation (2) restera inchangée. A la place des équations (3), nous 
aurons 


+ mage + 2malpi + c(Pe— Pi) — 2 PQ: = 0, 

(male ++ male) qu + 2maPq + (2e — 2PI) qu —cpe = 0. 
tandis qu’à la place de l'équation (5), nous obtiendrons 
(RE) (8+ au) + ÈS 3 [84 u 2 (8+2u) ]+ 
6PI PI \° 
STI 9 
Cette fois-ci, le terme libre de cette équation dépend de la force P 
et pour 


P=(3+ V5) 


devient aul. Par conséquent, l'existence des valeurs nulles pour « 
est possible, et il existe une solution pour laquelle @, et q. (4) ne 
dépendent pas du temps, c'est-à-dire il existe une forme d'équilibre 
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pour 
Per (3— V5). 


Ici, la valeur de la force critique ne dépend pas de la distribution 
des masses puisque le paramètre p ne figure pas, et ne peut pas y 
figurer, dans le terme libre des équations (5) et (6). 

Revenons à la barre flexible et établissons pour elle l'équation 
de mouvement. Sur un élément de longueur dx de la barre (fig. 390) 
sont appliqués des forces et des [mo- 
ments dans les sections, ainsi que des 
forces inerliales distribuées d’intensité 
oF@ylot®, p étant la densité du 
matériau de la barre. 

Projetant les forces sur la normale 
à la déformée, nous obtiendrons 


"dy Eye — 


Comme 
De y 


7 on aura 


: y , dy dy 
Fig. 390 EJ P Fr + pF FT — 0. 


Nous prendrons pF pour une grandeur constante. 

Supposons que 
où Ÿ dépend uniquement de la coordonnée x. Pour des valeurs réelles 
de Q, le mouvement a un caractère d'oscillations harmoniques. Si Q 
est complexe 

Q — a + bi, 

On aura | 
y = YetFb+io)t .- Yerbt (cos at + i sin at). (7) 


Le mouvement aura, par conséquent, une amplitude, soit décrois- 
sante soit croissante, en fonction du signe de b. 

Plaçons y dans l'équation de mouvement ct introduisons des 
paramètres adimensionnels 


PI? ‘ pF  : 
2 = ms ns —— = — 
Pr, OV Er: 857: 


nous obtiendrons alors, 


dy 


+F Fr —wY 0. (8) 


La solution de cette équation sera 


Y = C,sin aiË + C cos oi6 + Cash @5 + C, ch mé, (9) 


a+ À ur 
2 PES 
= + + 


À l'encastrement, nous aurons, indépendamment des conditions 
de chargement, Y :— 0 et dY/d£ =: 0. Par conséquent, 


Ca + C, —= 0, eATOP + &oC . = 0. 


A l'extrémité libre de la barre, le moment fléchissant est égal à 
zéro et, dans le cas d’une force dont la direction suit le mouvement 
de la barre, l'effort tranchant l’est aussi. C'est pourquoi, pour r—}{ 
(ou pour E—1) 


aY ds 
me 0 et 0, 


ce qui donne encore deux équations: 


— Cia? sin o&i— C,ai cos &y + Caai sh æ@ + Cia ch œ> = 0. 
— Cioë cos o&1 + Ca sin & + Ca ch @ + Cia sh æ =: 0. 


Dans le cas d’une force P qui conserve inchangée sa direction, la 
dernière condition se présenterait autrement. Ici, l'effort tranchant 
n'est pas égal à zéro mais bien à —Pys-4. 

Annulons le déterminant des quatres équations obtenues. Alors 


œi + ai + œias (ai — a) sin œ@ sh & + 2œ/ ai cos a, ch æ 0 
ou | 
B° + 2w? + Po sin &, sh &, + 2w° cos &, ch & == 0. (10) 


Dans le cas d’une force qui conserve sa direction, à la place de 
l'expression (10) nous aurons 


26° — B°w sin à, sh &, + (B* + 2w°) cos a; cha, —=0. (11) 


La relation (10) permet de construire la courbe de dépendance de la 
fréquence w des oscillations :propres de la barre par rappôrt à une 
force adimensionnelle B* (fig. 391). Sur ce même graphique, on a 
montré, en pointillé, la courbe de variation de la fréquence pour le 
cas d’une force qui garde constante sa direction. 

Pour Bf-:0, nous avons la première (w,) et la seconde (w.) fré- 
quences des oscillations propres d’une barre libre encastrée: Avec 
l'augmentation de la force qui conserve inchangée sa direction, ces 
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fréquences (de même que toutes les fréquences plus hautes) diminuent 
en s’annulant pour une force ayant atteint des valeurs critiques, 
c'est-à-dire 

n°EJ 

Al2 


pour pe pi - © ou pour P— 


et, d’une manière générale, pour 


PEL (m1, 3,5, ...). 

Dans le cas d’une force dont la direction suit le mouvement de la 
barre, la fréquence inférieure augmente avec l’augmentation de P 
et, au point À, les courbes du pre- 
mier et du deuxième tons se con- 
fondent. Si on étend le graphique 
au domaine des fréquences plus hau- 
tes, on peut constater qu'un proces- 
sus analogue aura lieu pour la 
3-ième et la 4-ième fréquence, la 
5-ième et la 6-ième fréquence, etc. 

Dans ce cas, pour déterminer 
la valeur critique de la force P, il 
est indispensable de trouver une 
telle valeur de P, la plus petite, 
pour laquelle les racines de w dans 
l'équation (10) seront multiples. 
Cela signifie que sif continue 

Fig. 391 d'augmenter, les racines devien- 

dront complexes conjuguées et il y 

aura une racine avec partie imagi- 

naire négative, c'est-à-dire Q = a — bi. En vertu de l'expression 

(7), cela correspond à l'apparition d’une forme d'oscillations avec 

une amplitude croissante. De la fig. 391 on voit qu’au point À les 
racines sont multiples. 

Effectuant une estimation numérique, déterminons 


B* = 20,05 (w — 11,016), 


par conséquent, 
Per = 20,05 #7 . 


Le résultat obtenu n'est valable que pour le cas d’une masse 
uniformément répartie le long de la barre. Pour une autre distri- 
bution des masses, la force critique ne sera pas la même. Cela est 
très important à souligner vu que, de temps en temps, on observe 
des tentatives visant à déterminer, pour des systèmes analogues, la 
force critique à l’aide de différents artifices ne tenant pas compte des 
lois de la dynamique, ce qui entraîne l'ignorance du fait de la distri- 
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bution des masses et par là même une incorrection de principe de la 
solution. 
144. Le cas de sollicitation a)-est entré dans la littérature scienti- 
fique sous le nom de problème de Réout. 
La barre n’a pas de forme d'équilibre autre que la forme initiale 
rectiligne. Effectivement, 
EJy" = —Py 
(fig. 392); ensuite 
y = À sin ax + B cos ax; 
pour x=0, y—0 et y =0, par conséquent, 
B=0 et A—0. 


Passons à l'analyse des formes de mouvement. Nous considére- 
rons que la masse d’un disque plan à l'extrémité de la barre est 
petite. La fonction Y (formule (9)), trouvée lors de la résolution du 
problème précédent, reste en vigueur. Les deux premières conditions 
aux limites restent aussi en vigueur : 


= dY 

pour C—=0 Y —0 et a “0. 
c'est-à-dire 

Co+Ci=:0, Ci +æCs—0. 

Pour x —{ (5—1), nous avons: 

EJy" = — Py, EJy" = —Py, 
ou 

Y" + BY =0, Y” + pY'—0. 


« 


Nous référant à la solution (9) du problème précédent, nous 
obtenons 


Ci(— ai +B°) sin &i + C2 (— af + f°) cos ai + 
+ Cs(as + B°) sh œe + Ci (ai + B°) ch & =: 0, 
Ci(— ai + P'ai) cos ai + Co (ai — Pa) sin &i + 
+ Ca (as + Ba) ch @e + Ci (ai + Ba) sh œe = 0. 


Annulant le déterminant du système, nous aboutissons à une équa- 
tion transcendante 

B* + 26° + fo sin &, sh &, + 2w° cos &, ch æ& = 0, 
qui coïncide entièrement avec l'équation (10). Ainsi, la force critique 
sera la même que dans le problème précédent : 


__ 20,05 EJ 
— RE — 5 


Per 
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On aurait pu, dès le départ, se douter de cette coïncidence des ré- 
sultats. Les efforts agissant sur les extrémités de la barre sont dans 
les deux cas identiques. La différence ne réside que dans le système 
de référence y et x (fig. 393). 


& |” "Al z|,2 
27272 ? 
ss 
MERS 8 
> 
P p 0 # 
Fig. 392 Fig. 393 Fig. 394 


Dans le cas de sollicitation b) (fig. 138), le problème se résout à 
la base de l'analyse habituelle des formes d'équilibre. 
On a l'équation 


EJy" = — Py— Pœ(l— x), 
ou 
g'+ay=—op(i—z) (a), 

d'où : 

y — Asinar+Bcosar—q(l— x). 

Pour z=—0, y—0 et y’--0, tandis que pour z=l, y =. 
Nous obtenons alors les trois équations suivantes : 
B — ql—0, Aa + p—0, À cos al — B sin «l=0. 


Annulant le déterminant de ce système, 


tg al=— —al. 
La plus petite racine, différente de zéro, de cette équation sera 
al — 2,029, 
d’où 
4,115 EJ 
Pr = 5 —. 


145. Le système offre des analogies avec celui étudié dans le 
problème 143. Pour étudier sa stabilité, il est indispensable d'établir 
les équations de mouvement. 
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Examinons un élément de longueur dx (fig. 395). Egalant à zéro: 
la somme des projections des forces sur l’axe y, nous obtenons 


dr+pF Vo pis (+ bar) pie à 0, 


“0x | Ür2 l  ôz 

ou 

0Q PR l— x dy 

Ôx FA ET dr | P—= + | 0. 
Mais, comme 

0%y 

on aura 

J 2% l—x y y 

EJ + [PE SE ]+0r SE 0. (1) 


Ici pest, comme d'ordinaire, la densité du matériau. F, l’aire d’une. 
section. Ces grandeurs (tout comme EJ) ne dépendent pas de x. 


Fig. 395 


L’équation (1) a une structure qui, dès le départ, prédétermine 
l'emploi d'ordinateurs. Il est vrai que pour le cas d’une barre homo- 
gène, on a encore l'espoir de ramener la solution aux fonctions de 
Bessel dotées de tables, ou bien à d'autres fonctions qui sont appa- 
rentées à ces dernières. Mais même dans ce cas, le problème se résout 


» 


plus rapidement à l’aide d'ordinateurs. Posons 


y=Yeit 
et passons à la forme adimensionnelle 
diY 
+ [4-0S]-ur =0, 
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PE2 oFli z 
2 — 2 DST 
D Du 7, = 
Conditions aux limites : 
d_Y BY 
pour &—0 TE =0, FE =0, 
dæY dSY 
pour C—1 —xz “0, FE = (. 
Cherchons la solution sous forme de série 
Y — > Ar, 
n=0,1,2,... 


D'après les conditions aux bornes, 4, — 43 — 0, 
D'Ann(n—1)=0, D Ayn(n—-1)(n—2)=:0. (2) 


Pour déterminer les termes de la série, nous avons une formule 
de récurrence 

| 
An 


ui” (n—1) (n—2) (n—3) X 
X {07 An + BP [An-3 (n — 3)*— An (n — 2) (n —3)]}. 


Les constantes À, et 4, restent indéterminées. Il faut les choisir de 
telle sorte que soient satisfaites les deux dernières conditions aux 
limites. Comme 4, et À, entrent linéairement dans les expressions 
(2) on peut écrire : 


D Ann (n— 1) = Ko4o + Ki4i =0, 
D Ann (n—1)(n—2) = Lio + LiA1 =0. 


La condition d'existence des solutions non nulles sera, de toute 
évidence, la suivante: 


KoL, — KiLo =D =0. (3) 

Ordre de calcul : 

Fixons B et o«. 

Posons 4, = 1 et A, —0 et au moyen de la formule de récurrence 
déterminons les termes de la série. Dans le problème en question, il 
suffira d’en prendre 20 ou 30. On calcule ensuite > A,n (n — 1)— 
= K, et > Ann (n = 1) (n — 2) = Lo. 

Posant 4, —0 et A,—1, répétons l'opération; les sommes 
trouvées seront alors égales respectivement à Æ, et L.. Puis, on 
calcule D (3). Varions w et calculons à nouveau D. Comparons-le à 
sa valeur précédente. Si D n'a pas changé de signe, continuons; 
s’il a changé de signe, cela signifie qu’on a sauté la valeur d'une fré- 
quence pour la force donnée. w se détermine alors par interpolation. 
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Pour finir, construisons le graphique exprimant la dépendance de 
&w par rapport à B°; il est représenté sur la fig. 396. 


Fig. 396 


Tout comme dans le problème 143, pour une force critique L les 
fréquences du premier et du second ton vont coïncider : 


Bër — 109,69  (w -= 23,02). 


La force critique sera 
109,69 EJ 


[2 


Sur la fig. 396, on a montré, pour une série de valeurs de P, 
les formes des oscillations de la barre. On a examiné non seulement 
le cas d’une force de compression ?, mais aussi celui d’une force de 
traction identique. Détail curieux: pour certaines valeurs de P Îles 
points nodaux deviennent imaginaires. 

146. Manifestement, on retrouve ici le problème 143, mais avec 
d’autres conditions aux limites. L'expression (9) du problème 143 
reste en vigueur. Changeront uniquement les conditions aux limites. 
Cette fois-ci 


pour &= 0 az “0 et TE = 0, ” 
3 
pour &—1, on a aussi LAS —0 et er =0(. 


de? ES 
Nous obtiendrons ensuite quatre équations: 
— aile + ai, = 0, 
— aiC; + &ïC3:-=0, 
— oÿC, sin &, — aŸC, cos &, + &C3 sh @e + œiC, ch as — 0, 
— aiC, cos & + «°C, sin & + aiC3 ch @ + ai, sh @s = 0. 
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Annulant le déterminant, nous obtiendrons une équation transcen- 
dante 


o (cos a, ch &œe — 1) + B° sin &, sh & — 0, (2) 


que nous allons soumettre à l'analyse. 

La question du comportement de la barre se résout en fonction 
du caractère de la fonction w=—=f(B). Si, pour certaines valeurs de 
la force adimensionnelle f*. la fréquence w devient égale à zéro, la 
barre a des formes d'équilibre autres que la forme rectiligne. S'il 
n’y a pas de points zéro pour & ; il faut déterminer les conditions pour 
lesquelles les fréquences deviennent multiples et cela correspondra 
aux conditions d'apparition d'un mouvement caractérisé par une 
amplitude croissante. 

Une autre méthode de résolution, proposée par L. Balabouch, 
semble être très efficace. Référons-nous à l'équation (8) du problè- 
me 143. Dérivant deux fois cette équation par rapport à & et désignant 
dY/dt? par Y,, nous obtiendrons une équation identique: 


dsY dæY - 
ns th #00, 


mais cette fois-ci, les conditions aux limites seront déjà autres: 


pour £—0 ÿY,=0 et SC = 0, 

; (3) 
pour Ë=1 Ÿ,=0 et Pe = 0. 
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Par conséquent, la solution sera la même que pour le cas d’une barre 
comprimée, encastrée aux extrémités (fig. 397). Or, on sait ici que 


D 3 uz  _P 
en ———]E— 7} ANA 
Fig. 397 Fig. 398 


la barre n’a pas de formes oscillatoires de perte de stabilité. La nou- 
velle forme d'équilibre apparaît pour P:,— 4n°EJ/F. 

L'on peut s’en convaincre en se basant sur l'analyse de 
l'équation (2) qui, soit dit en passant, reste la même tant pour les 
conditions aux limites (1) que pour les conditions aux limites (3). 

L'on comprend que la forme d'équilibre de la barre, qui est 
montrée sur la fig. 397, est relative dans ce sens-ci qu'elle doit être 
considérée dans un système de coordonnées lié, lequel se meut avec 
accélération dans l'espace, ensemble avec la barre (fig. 398). Ici, 
les deux composantes Po se trouvent équilibrées par les forces d'iner- 
tie de D'Alembert q = 2Pœ/pFP. 
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L'on comprend que l'opération de double dérivation de l’équa- 
tion ne conduit aux résultats indiqués que dans le seul cas d’une 
barre homogène. Pour une distribution non uniforme des masses 
ou, pour une rigidité variable, le résultat sera autre. 

En guise de système analogue, on peut prendre deux barres rigi- 
des reliées entre elles par un ressort de rigidité c (fig. 399). Quand 
apparaît un angle de rotation , le système commence un mouvement 


Zcg cp 
Fig. 399 Fig. 400 


accéléré. Introduisant au centre des masses des forces inertiales d’équi- 
libre, nous obtenons la condition de stabilité sous la forme suivante : 


2cq su Pœa, 
ou 


2c 
Per =, 


a étant la distance entre la charnière et le centre des masses. 

Si le système était sollicité par des forces P conservant leur direc- 
tion (fig. 400), la distribution des masses n'aurait, naturellement, pas 
d'importance. Dans ce cas, 


l étant la longueur d'une barre. 

147. Malgré une simplicité apparente, le problème posé présente 
des difficultés de même nature que celles que nous avons rencontrées 
dans les problèmes précédents. 

Essayons de trouver les conditions d'existence des formes d’équi- 
libre, différentes de la forme initiale. Pour ce faire, supposons que 
Ja poutre s’est voilée et est sortie du plan de flexion initiale (fig. 401). 
Désignons par y le déplacement latéral de l'axe de la poutre et par 
l'angle de rotation de la section par rapport'à l'axe x. Nous prendrons 
pour directions positives de y et æ celles qui sont montrées sur le 
dessin. 

Dans une position inclinée dans les sections de la poutre apparaît 
un moment fléchissant agissant dans le plan de rigidité minimale. 
Ce moment est égal'à Mo et est dirigé dans le sens de l'accroissement 
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de la courbure de la poutre. Le moment de torsion créé dans une 
section de la poutre en état d’incurvation est égal à My’ et est dirigé 


Fig. 401 


de telle façon qu'il tend à diminuer l'angle ç. Par conséquent, 
Mn=+Me, Mi= —My. 


D'autre part, 
Mn=E£EJy", Mi=GJ:!, 
où 
bh3 bhs 
J = SEE , Jt = T3 ; 


Nous obtenons maintenant les équations 
EJy"=Mo, GJiq = —My. (1) 
Leur solution sera la suivante: 


p-= À sin ax + B cos ar, 


J ; 
ÿ== — PE (Asinar+ Rcosar)+C, 
où 
PELLE 
EJGJ+ ? 


tandis que À, B et C sont des constantes arbitraires qui se détermi- 
nent des conditions suivantes : 


pour z—0 nous avons ®—0,y—0,y —0. Nous obtenons alors 
B=0, —®tB+C—0, 4-0. 

Comme À —B--C—0, de là il découle que pour n'importe quelles 

valeurs finies du moment M, il n’y aura pas de formes d'équilibre 
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différentes de la forme plane de flexion. Il reste à étudier les formes 
de mouvement et à essayer de trouver les conditions pour lesquelles 
devient possible un mouvement de la barre avec une déviation crois- 
sante dans le temps. 

Avant de passer à cette analyse, remarquons que dans le cas d'un 
moment dont la direction suit le mouvement de la section frontale 
(fig. 402), la barre n'aura pas non plus de formes d'équilibre, diffé- 
rentes de la forme initiale de flexion plane. Ce n’est que dans le cas 


Moment . suivant à moitié * 
Le mouvement de La Section 


Fig. 402 Fig. 403 


d'un moment « suivant à moitié » le mouvement de la section frontale, 
comme celui montré en pointillé sur la même fig. 402, que devient 
possible une nouvelle forme d’équilibre pour 


M=-VEJ.GJi. 


Le moment « suivant à moitié » le mouvement de cette section peut 
être réalisé à l’aide de deux poids (fig. 403). 11 est curieux de remar- 
quer que la possibilité de réalisation des forces ou des moments don- 
nés à l’aide de forces créées par un poids est, jusqu'à présent, dans 
tous les cas connus, la seule qui garantit que la stabilité d'un système 
puisse être étudiée à l’aide de la recherche de formes voisines d'équi- 
libre. Jusqu'ici. la nécessité de chercher des formes de mouvement 
pour des sollicitations constituées par les efforts d'un poids, ne 
s'était pas encore faite sentir. 

Etablissons les équations de mouvement de la barre. Pour cela, 
il est indispensable d'introduire une sollicitation inertiale répartie 


Ginert — — PF 
ainsi qu'un moment inertial réparti lié à la rotation des masses par 
rapport à l'axe de la barre 
92 
Minert = PJ p > , 


p étant la densité du matériau, J,, le moment d'inertie polaire de la 
section. 
Comme on sait, 


=. M) 
q— ôr2 ? x 0 
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ainsi, en dérivant la première des équations (1) deux fois par rapport 
à x, tandis que la deuxième une fois seulement et, en ajoutant aux 
termes du deuxième membre respectivement Qiert @t Minert NOUS 
obtiendrons 


dy _ 11 924 dy 

ET ue Mr PE Gr : 
92 02y 02 

Gear = Mr +0) re 


Posons 


x Eu Ju : EJ 
"LÉ PR, q=0Y <7 eV 5e 


Y et ® étant des grandeurs adimensionnelles dépendant de la coor- 


. donnée adimensionnelle £ — . 


Les équations (2) prennent la forme suivante : 
aiY 92 


, &, la fréquence adimensionnelle. 


an gr ne À 
3) 
&O 92Y < ( 
se + Mo ET k20°D = 0, 
où M, est le moment adimensionnel, k, caractéristique géométrique : 
MI EJ Jp 
ND, = ——_—— ‘ = — 19° 4 
JET GT: FE (4) 


L'étude du système (3) à l’aide de procédés de l'analyse fonction- 
nelle conduit à des transformations très encombrantes. Aussi est-il 
plus commode de faire ici appel aux ordinateurs. Représentons les 
fonctions Ÿ et © sous forme de séries entières 

Y= D A, = D) Bt. 
n=0, 1, 2, … ne=0, 1, 2, … 
Mettant Y et © dans les équations (3), nous en arrivons à des for- 
mules de récurrence 
1 2 … _ 
An = nR=Dn—-2Rr—3) [An + MoBn-s(n—2)(n—3)], (5) 
k2w2 
GTR Pr+ 
Lors des calculs, l’on peut se limiter à 20-30 termes dans la série. 

Dans l’encastrement, pour z — O0 (£ — 0), nous avons y = 0, 
ôylôx — O et @ = 0, par conséquent, 4, = À, = Bo = 0 

A l'extrémité de la barre (pour & = 1), nous avons 


PU Mo: LA DES VEUT 


Bn-s = — MoAn-2 — 


y __ nr. 0P 
EJ ms M. 


La dernière condition limite exprime l'égalité à zéro de l’effort 
tranchant au bout de la barre. Effectivement, l'effort tranchant se 


Fig. 404 


détermine des conditions d’équilibre d’un élément (fig. 404). Egalant 
à zéro la somme des moments créés par les forces par rapport à l’axe 
Z1, nous trouverons 


_ 9Mn ûp 
Q= 0 0x ? 
ou 


_ op 
Q — EJ — M. 


Passant à des paramètres adimensionnels, nous obtenons 
d’Y dY 


dE — M,0 — 0, Æ SAR à Mo — ra Ed 0, 
dSY 
ds np = 9 


ou, après avoir posé & = 1, 
D An (n—1)— Mo D Bn =0, 
D Bent Me D Ann = 0, (6) 
D Aun(n—1)(n—2)—M, > Ban =0. 
Quand on calcule les coefficients À, et B,, les trois premiers 
d'entre eux 4, A, et B, restent indéterminés. Il faut les choisir de 
telle façon que soient remplies les conditions (6). Or, par rapport aux 


constantes 4,, A, et B,, les équations (6) sont homogènes. C’est pour- 
quoi, on peut les écrire sous la forme suivante 


GnÂo + Geds + GaB1 = 0, 
Age + G9o43 + GesB1 = 0, 
AyÂs + A3943 + Gs3B1 = 0. 
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Pour obtenir une solution non nulle, il faut remplir la condition 


suivante 
ii 


D =|as 
3: 


Les calculs se feront maintenant dans l'ordre suivant. 


Fixons le paramètre 
k?2 — 


Choisissons 1, et «w. 
Posons ensuite À,— 


ES Jp 
Gi FE — 


1, A:=B;=0 et. 


1+u b° 


24 EE ° 


d'après les formules de 


récurrence (5), calculons les coefficients 4, et Br, puis les premiers 


# 


Fig. 405 


membres des équations (6). Ils 
sont respectivement égaux à 


Gjyy Go et am. Ensuite, posons 

: , A3 = 1, B, —0. Les pre- 
miers membres des équations (6) 
nous donneront alors les valeurs 
de je, G3o €t ago. Enfin, en posant 
A:—=A3=0 et B, — 1. nous trou- 
Verons Gjg: oz et A33. En calcu- 
lant le déterminant, on se con- 
vainc que, généralement parlant, 
iln’est pas nul. Alors. en faisant 
varier w, nous obtiendrons D —- 0. 
C'est de cette façon-là que se dé- 
terminent les fréquences des oscil- 
lations propres pour un moment 
donné M,. 

Analysons, en variant ,,le 
comportement des fréquences et 
déterminons tout comme aupa- 
ravant les conditions à remplir 
pour qu'elles soient multiples. 

Pour ,—0, nous avons les 
fréquences des oscillations propres 
de flexion (w71) et de torsion (w:). 
Avec l'augmentation de Âf,, les 


——— 
—— 


fréquences se rapprochent et, pour une valeur critique du moment W,, 
elles deviennent multiples (points À sur la fig. 405). 

On a montré sur la fig. 406 la courbe de dépendance de M ser 
par rapport au paramètre 4. Pour k — 0,445, M,cr devient égal à 
zéro, ce qui a lieu lorsque coïncident la fréquence du premier ton des 
oscillations de flexion w;, et la fréquence w: du premier ton des 


oscillations de torsion. 
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]1 est à remarquer que la première (la plus petite) fréquence coin- 
cide toujours avec la seconde indépendamment de ce que nous la 
prenons pour une fréquence de flexion ou pour une fréquence de 
torsion. Par exemple, pour À — 0,05, la première fréquence de torsion 
O1 — 31,4. alors que les fréquences de flexion w,1, = 3,5 et wo, — 
— 22. Au fur et à mesure que le moment augmente, les fréquences de 
flexion tendent à coïncider. Avec l'augmentalion du paramètre k, 


O2 Ba GE 8 1 + 


Fig. 406 


la première fréquence de torsion diminue, et quand elle devient 
plus petite que la deuxième fréquence de flexion, la première fré- 
quence de flexion va déjà, avec l’augmentation de Àf,, se confondre 
avec elle. On peut aussi en faire la constatation sur les courbes de 
la fig. 405. 

Dans le cas d’un moment qui suit le mouvement de la barre en 
tournant ensemble avec le plan de la section frontale, les conditions 
aux limites changent et, à la place de (6), nous aurons 


D Ann (n—1)=0, 
> Bin =0, (7) 
D Ayn(n—1)(n—2)=0. 


Pour les conditions (7), les valeurs critiques du moment seront 
les mêmes que pour les conditions (6). Cette coïncidence des résultats 
n'est pas fortuite. Elle découle du fait que les conditions d'applica- 
tion des charges sur la barre, à l'extrémité gauche et à l'extrémité 
droite, se convertissent mutuellement les unes dans les autres de la 
mn que pour Jes systèmes étudiés dans les problèmes 143 
et 144. 

148. Ce problème porte dans la littérature scientifique le nom 
du problème de E. Nicolaï. C'est justement la résolution de ce pro- 
blème qui, pour la première fois en 1927, a permis de constater le 
fait qu'il existe des systèmes dont l'analyse de la stabilité ne peut 
pas être faite à partir de la définition des formes d'équilibre selon 
Euler. Effectivement, dans le cas le plus simple, à savoir celui où 
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les rigidités de la barre sont, dans les deux plans principaux. égales, 


nous avons les équations d'équilibre suivantes : 


EJy" = — Py+Mz, | 
EJz" = — Pz— My. 


(1) 


Elles s'obtiennent des équations (1) du problème 113 (voir p. 219) 


où l’on a changé le signe précédant ? par son contraire. 


La solution des équations reste la méme : 


y == À cos ax + B sin ax + C cos ax + D sin x, 
z== À sin œix — Bcosa,x + C sin &.x — D cos œx, 


«, et «, sont les racines de l'équation du second degré 


a+ œ— = 0. 


(2) 


En établissant les équations (1), on supposait que les déplace- 
ments y et z sont comptés à partir de la ligne d'action de la force P. 
C'est pourquoi, en plaçant l'origine des coordon- 


(fig. 407), nous aboutirons aux conditions aux 


2 nées z, y et z au point d'application de la force P 
ns limites suivantes: 


= (4 pour z—0 y—2:-=0, 
pour æ—=Ù y'—z -0(. 

ÿ Cela donne 
A+C=0, B+D=0, 


— Aa, sin œil + B a, cos &il — Cas sin ol + 


+ Da, cos &l=0, 


7 


Aa, cos ail + Ba, sin ail + Cœs cos &ol +- 


Fig. 407 + Da, sin œl=0. 


Egalant à zéro le déterminant de ce système d'équations, nous obte- 


nons 
ai + af — 2@i@: COS (@y — M) . 


Par ailleurs, en vertu de l'équation (2), 


LP 21,2 _{ M\2?, 2P 
Gin — ET ? été) EJ ? 


M2) “ ri ++ ET : 


c'est pourquoi l'équation (3) prend la forme suivante: 


cos / (7) +7 —(1+ 287). 


(3) 


Pour des valeurs du moment M, différentes de zéro, cette équa- 
tion ne peut pas être satisfaite puisque le deuxième membre est, 
en valeur absolue, plus grand que l'unité. Ce n'est que dans le cas 


où M — 0 que 
cos We — 1: 


et, alors, nous obtenons la valeur ordinaire de la force critique 


a2EJ 
Per _— AD 


Ainsi, pour une valeur aussi petite que l’on veut, mais diffé- 
rente de zéro, du moment M et, pour une force ? aussi grande que 
l'on veut, la barre n’a pas d'autres formes d'équilibre que celle rec- 
tiligne. On obtient aussi un résultat absolument identique dans le 
cas où. lors de la flexion de la barre, le plan du moment # se tourne 
ensemble avec la section frontale. Dans le cas d'un moment « suivant 
à moitié » le mouvement de cette section et qui serait créé par deux 
poids, le système aura, comme nous l'avons vu lors de la résolution 
du problème 133, des formes d'équilibre différentes de la forme ini- 
tiale. Ainsi, on observe une analogie avec le comportement du systè- 
me étudié dans le problème précédent. Là, cependant, nous avions 
un seul facteur extérieur de forces : le moment ÀA/. Dans le système 
en question on a par contre deux facteurs de forces : la force P et le 
moment À/. Si ce n’est que la force qui est appliquée, alors son aug- 
mentation entraînera le passage à une nouvelle forme d'équilibre. 
En ce qui concerne le moment (à l'exception du moment « suivant à 
moitié » le mouvement du système), son trait principal est le passage à 
de nouvelles formes de mouvement. Aussi est-il intéressant d'observer 
le comportement du système quand ces deux facteurs agissent de 
concert et de déterminer dans quel cas apparaît la première la forme 
de mouvement et dans quel cas celle d'équilibre. 

En dérivant deux fois par rapport à x les expressions (1) et en 
additionnant les termes correspondant aux forces d'inertie, nous 
aurons 


" pv dy 
Eli MES at LC ae TOP Ge =0, 


4 
#2 _) (4) 


EJ; — + M + P“ + PF — 


Comme nous le verrons plus loin, le comportement du système 
dépend essentiellement du rapport entre les rigidités en flexion dans 
les plans principaux. C'est pourquoi, dans les équations (4) on a 
introduit, au lieu d'une seule rigidité £J, deux: EJ, et EJ.. 

Cette fois-ci, il est plus commode de placer l’origine des coordon- 
nées dans l’encastrement (fig. 408). Indépendamment des conditions 
de sollicitation, pour x — 0, nous avons y — z — 0 et 0y/0x — 
— 0z/0x = 0 


299 


Les expressions des efforts tranchants Q, et Q, pour une barre en 
flexion, se compliquent par l'introduction d'un terme contenant le 


| 2 moment fléchissant, c'est-à-dire 

Z 

M OM, Az 
Qu FT Tge M 0x2 ? 
Q.— Le 1, 


M, et M,, sont les moments fléchissants par 
rapport aux axes mobiles y,, z,. Les relations 
nécessaires s'obtiennent facilement si l'on égale 
Z à zéro la somme des moments des forces agissant 
Fig. 408 sur un élément dx par rapport aux axes y, et 2; 
(voir fig. 409, où sont montrées les projections 

de cet élément sur les plans xy et xz). A l'extrémité de la barre, 


dy Z 
Qy=—P—, Q,-=—PE, 


c'est pourquoi, pour z = L indépendamment du comportement du 


Ÿ 
 E, 
L 7 
2 M d $ ” 
ŒL, 07 de H LHar 
4 NN F Z 'ar 


Fig. 409 


moment 4/7, nous aurons deux conditions aux limites 


ô! M ©: 
ET, LE LPS ù . 
y . 
ET, + P EME) =0. 
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Si, lors de la flexion de la barre, le plan d'action du moment M 
tourne avec la section frontale, on aura évidemment pour x = |, 
M,, = M:, = 0 et nous aurons alors deux conditions: 


02z à 
TE == 0, (6) 


dy 
FE 


x=l x=>l 


Si lors de la flexion de la barre, le plan d'action du moment M 
ne tourne pas, alors pour x = /, nous aurons M,, — M 0z/0x et 
MT., = —M ôyl/0x, et 


dy y 92 — 
LE SE TN _,=0, 
(7) 
LE, + MS 0. 


Enfin, dans le cas d’un moment « suivant à moitié » le mouvement 
du système, 


Sy r 92 … 
LE, 4 ME]. -0, 
| D) & 
0x |x=l | ° 


Passons maintenant aux paramètres adimensionnels. Pour cela, 


supposons que 
. ET,» A 
De iwAt = — Roitntt iw At 


Ÿ et Z étant les fonctions adimensionnelles cherchées qui dépendent 
seulement de x. « la fréquence adimensionnelle. tandis que 


TEJs 
A = =V PER 


En qualité de variable indépendante prenons. à la place de x, 4 
= zx/l. Après substitution de x, y et z dans les équations (4), n 
obtenons un système d'équations Mn ordinaires 


US 


Y "SZ 
Ro r + 6° Te — XY :- 0, , 
; , (9) 
dY 2 dZ «= 
_ + Mo — "5 + Æ #70, 


ci, M, et B* sont le moment et la force adimensionnels : 
MI PE 
M=-————— = 
V VETES Fe. 
La grandeur Æ caractérise le rapport entre les rigidités 


ET: 
Es 


L'on suppose que ÆJ, est la plus petite rigidité, c'est pourquoi 
k >1 


k — 
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En employant les paramètres adimensionnels, transformons 
également les conditions aux limites. 
o É -Z 0 
'"& 
Pour l'extrémité de la barre, c'est-à-dire pour & — 1, nous obte- 
nons dans le cas de sollicitation par un moment dont le plan tourne 
avec la section frontale 


Pour & = 0, nous avons Y — Z — 


d2Z 
Eu FF Æ che a dé 
dsZ B° = 
ES + k2 + Mo Æ 2 i = 0, 
æœY d?Z 
dE les? km (4 


Dans le cas d’un moment dont le plan ne se retourne pas, les deux 
premières conditions restent les mêmes, tandis que les deux dernières 
prennent la forme suivante 
æY d?2Z 

Es = _ M, _. | = O, É _. LME _. 0. (12) 
Dans le cas d’un moment « suivant à moitié » le mouvement de la 
section. les conditions (10) restent également en vigueur et, à la 
place des expressions (11), nous obtenons 


Se — M) |. —0, ar ki = 0 (13) 


Pour résoudre le problème, la méthode la plus rationnelle est 
celle d'ordinateurs. L’algorithme a été déjà élaboré lors de la ré- 
solution des problèmes précédents. 

Supposons que 


Y = > A,t”, Z= > Br 


et mettons Ÿ et Z dans les équations (9), après quoi, nous obtenons 
les formules de récurrence suivantes 


4 
Fu B24 (nr sé 2) (n Der 3) —+ O2An], | 
l 
î { (14) 
B, rh n—2 n—3) | — Mon (n — 1) (n — 2) (n — 3) — 
À Bi(n—2)(n—3)+5 Bns |. 
, dY dz 
Comme dans l’encastrement Y — Z = 0, F4 = — 0, on aura 
évidemment 
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Quatre coefficients encore, 4:, À:, B, et B., doivent être choisis 
de façon à assurer que les conditions aux limites, à l'extrémité de 
la barre, c'est-à-dire pour & —.1, soient remplies. Pour cela, réfé- 
rons-nous aux expressions (10) et aussi, en fonction des conditions de 
sollicitation, aux expressions (11), ou (12), ou (13). 

Comme les coefficients 4:, 43, B, et B, entrent linéairement dans 
toutes les expressions citées, on peut écrire dans la forme suivante 
les quatre équations par rapport à ces coefficients : 


142 + ao 43 + Qy3Bo + auB3= 0, 
Ge Ao + Que A3 + 3e + QxB3= 0, 
Ass + AssAs + a33Be + ay B3 = 0, 
AsAo + dir A3 + Gi3B2 + auB3 = 0. 


Les deux premières équations s’obtiennent des expressions (10), 
tandis que les deux autres, soit de (11), soit de (12) ou de (13), en 
fonction du moment 47 supporté par la barre. 

Si, pour une valeur fixée à l'avance des paramètres f,. 6, k 
et w, on pose À, — 1 et A, = B, — B3 = 0, on peut alors trouver. 
au moyen des formules de récurrence (14). 4,, B,, A5, Bs, . . . Puis, 
en additionnant jusqu’à un certain x, par exemple jusqu’à r — 30, 
nous trouvons les valeurs des dérivées des fonctions YŸ et Z pour: 
à — 4, c'est-à-dire 

dY 
FE k 


(15) 


ni [+ t=i + À Ban, 


== e Ann(n—1),. 


Les sommes trouvées sont mises dans les expressions (10) et. 
(11) ou (12) ou (13). Nous obtenons respectivement les coefficients: 
Ayys Toys Am Et a41 du système (15). Si l'on répète à nouveau les mêmes 
opérations en supposant que À, == 1, tandis que 4, = B, = B, = 0, 
nous trouverons, évidemment, les coefficients Gjs, Gons go €t Go. 
Puis, il faut prendre B, — 1 et. enfin, B, — 1. Après avoir répété 
quatre fois ce cycle, nous trouverons, en définitive, tous les coeffi- 
cients du système (15). 

Les conditions d'existence de solutions non nulles pour YŸ et Z 
cst l'égalité à zéro du déterminant 


Aiy yo y Ou 
do oo og x 
— D =—0. (16) 
Ag Ugo 33 y 
dyy eo is Au 
Ainsi, l'étude de la stabilité se ramène à la détermination de 


telles relations entre H,, B, w et k pour lesquelles la condition (16) 
soit remplie. En pratique, il faut en premier lieu fixer le paramètre #, 
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puis, Bet enfin, M,. Donnant à w diverses valeurs, choisissons celle 
pour laquelle le déterminant D devient nul. On change ensuite M, 
et, de nouveau, on choisit w. C'est de cette façon que, pour B et & 
fixés, on détermine la dépendance de & par rapport à A/,. La fig. 410 
représente une telle dépendance pour k = 2. 

Il est évident qu'il n'y a aucune nécessité de tracer tous les 
graphiques et d'enregistrer toutes les informations. 11 n’est pas dif- 
ficile d'introduire dans l'algorithme du programme des indices par 


85 Jo 25 7 


Fig. 410 


lesquels l’on pourra juger du comportement de la fréquence en fonc- 
tion de M, et de $. Si la fréquence devient nulle, cela signifie qu'une 
nouvelle forme d'équilibre a été trouvée. Si les fréquences de deux 
premières formes coïncident, cela signifie qu’on a trouvé une forme 
de mouvement. Naturellement, le rapport k* entre les rigidités doit 
rester inchangé au cours de ce repérage. 

La fig. 411 représente les résultats du repérage des valeurs criti- 
ques pour les paramètres B et A7,. Pour les conditions aux limites 
(11) et (12), ils sont tout à fait identiques. En d’autres mots, la 
différence entre la sollicitation par un moment qui suit le mouve- 
ment du système et la sollicitation par un moment ne suivant pas 
ce mouvement ne se fait pas sentir. Pour chaque valeur fixée de 
k = V EJIEJS,, la zone de stabilité (fig. 411) est délimitée par un 
quadrilatère curviligne OABC. Le point À est commun pour toutes 


les courbes. Ici $ = + — V PFJEJ,, ce qui correspond à la valeur 
de la force critique 
n°EJ 
Per ro Al? $ 


Les courbes AB donnent les conditions de passage à une nouvelle 
forme d'équilibre et correspondent à la flexion dans le plan de rigidite 
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minimale (EJ,). Il est curieux que la force critique augmente avec 
l'augmentation du moment. Cela se produit parce que le moment 
appliqué oblige la barre en flexion à dévier du plan de rigidité 
minimale. ; 

La partie supérieure des courbes A BD représentées sur la fig. 411 
correspond à une forme d'équilibre liée à la flexion dans le plan de 


Ê 
JO 
23 
20 
27 
2,4 40 


\ 
\ 

CR 

\ 0 Va \ 
| \ \ 
AARNtE 
\ | \ | 
| 
le ie Ve elle 


( 
0É 10 45 20 M 


Fig. 411 


rigidité maximale. La valeur du paramètre B dans les points D 
est k fois plus grande que dans le point À. 

À droite, la zone de stabilité se trouve limitée par la condition 
de passage à une forme oscillatoire de mouvement. Sur la fig. 411, 
les limites de ce passage sont marquées par des lignes en poin- 
tillé BC. 

Pour k —+ 1, la zone de stabilité se transforme en un segment 
de ue OA. Le point D se confond avec À, tandis que C avec le 
point ©. 

Pour un moment « suivant à moitié » le mouvement de la section 
frontale, on n'observe pas, comme il fallait s’y attendre, de formes 
de mouvement avec amplitude croissante. Pour des valeurs déter- 
pe de M et P, seules des formes nouvelles d'équilibre apparaissent 
(o = 0). 

Ici, la détermination des états critiques pourrait aussi se faire 
de façon analytique, cependant, dans le cas où il y a un programme 
déjà ajusté, on n'a aucun intérêt à agir ainsi, et il est beaucoup plus 
commode de confier tous les calculs à l'ordinateur d’après un algo- 
rithme déjà élaboré. 
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Les courbes limitant la zone de stabilité sont représentées sur 
la fig. 412, et se passent de tout commentaire. 


O2 O4 O6 GE L0 2 14 F7 


Fig. 412 


149. Revenons à la solution du problème 119. L'on se convainc 
facilement de ce qu'une conduite encastrée à une extrémité n'a 
d’autres formes d'équilibre que la forme initiale rectiligne. Effective- 
ment, de la solution du problème 119, servons-nous de la formule 


y = À sin ax + B cos ax + Cx + D, 
mais avec d’autres conditions aux limites, notamment : 


pour æ—0, y—0 et y'=0, 
pour æ={Ùl, y"—0 et y”=—0, 


B+D=—0, Aa+C=0, 
À sin œl +B cos al — 0, 
A cos al — B sin al = (0. 


Des deux dernières expressions il découle que pour À et B il existe 
des solutions non nulles si 


sin? al + cos? al = 0, 


ce qui est impossible. Par conséquent, 4 = B = C = D = 0, et la 
conduite n’a pas de formes d'équilibre différentes de la forme initiale 
rectiligne. 

11 faut donc chercher les formes de mouvement. Remarquons, à 
ce propos, que l'existence de telles formes se conçoit facilement si à 
travers un boyau souple en caoutchouc on fait passer, sous une pres- 
sion suffisante, de l'air à partir d’un compresseur. Un mouvement 
oscillatoire exactement identique s'observe quand on fait passer de 


l'eau à travers un boyau au repos comme ça se fait, par exemple, 
quand on porte de l’eau sur une patinoire couverte de glace mouillée 
ot glissante. 

Supposons que la masse de la conduite par unité de longueur est 
me, tandis que la masse du liquide, également par unité de longueur, 
est m1. Sur un tronçon dx (fig. 413) nous avons respectivement les 
masses m, dx et m, dx. Quand la conduite est en mouvement trans- 
versal, sur le tronçon dx apparaît une force d’inertie égale à 

2 
— + (Mc-- nu) dx. 
Etant donné que le flux de particules tourne avec une vitesse angu- 
laire 0*y/ôx Ôt une accélération de Coriolis se créera. La force d’'iner- 
tie correspondante sera : 


dy 
2 Sz ot Er um. dx. 


Ecrivons avec le même signe l'expression donnant la force liée à la 
courbure de l'écoulement (ou à l'accélération normale): 


dy 
— "552 V°M dx. 


La somme de ces forces, divisée par dx, donne l'intensité de la solli- 
citation transversale «externe ». Par conséquent, 


oty 9°y , dy 
Else — ge (Rem) 2 rom TE 
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Passons maintenant à la forme adimensionnelle. Supposons que 


y = Y'Le(e+io) At. A = A TZ = I. (1) 
Nous obtiendrons po : 
dsY 
dE —— + RS PE LRU 26% (8 + io) — ra LEE (e+ io) Y —0, (2) 


avec 
J'me VAT 
B=v ET ? x=} mce+m ° (3) 
Le premier paramètre caractérise le débit du liquide à travers la 
conduite ; le second, le rapport entre la masse du liquide et celle de 
la conduite. 
Dans l'’encastrement, pour & = 0, Y = 0 et dY/d4û = 0. Sur 
l'extrémité de la conduite, pour & = 1, nous avons 


d2Y 
date = 0 et 0. 


Le problème se ramène maintenant à la détermination des zones 
de variations des paramètres B et x pour lesquels la partie réelle & 
de l’exposant 8 + iw (1) prend des valeurs positives. 

Sans oublier que l’opération de repérage sera confiée à l’ordina- 
teur, posons 


Y= DCE. 
Des deux premières conditions aux limites il découle que C, = 
= C, = 0. Les deux autres conditions prennent la forme suivante 
D'Cnn(n—1)=0, D Cnn(n—1)(n—2)=0. (4) 
En supposant indéterminés les coefficients C: et C4, écrivons les 
équations (4) sous la forme suivante: 
aC:+bC;=0, | 


cCr + dCs = 0. (8) 


La condition d'existence des solutions non nulles sera, évidemment, 
la suivante : 


14 b 
c d 


Passons maintenant de la forme complexe des équations à la 
forme réelle. Supposons que 


Y=Y;,+ir, 


— ad— bc = 0. (6) 


et, conformément à cela, 
Cn=Ant+iBn, Yi= D Ant", Ya= D Bntr. 
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Mettant Ÿ dans l’équation (2) et séparant sa partie réelle de sa 
partie imaginaire, nous obtiendrons des formules de récurrence pour 
la détermination de 4, et B, : 


1 
An=—; m=Dn=2Dm—3 | né Sn 


— 2P4xEA 8 (n — 3) + (@°?—e?) Ar + 
+2BxoB,-s(n—3)+2weB:], 
4 (7) 
papas [Br n—2) (3) — 
— reBh-s(n—3) +(w?—e?) B,_— 
— 2PxHAn-s (2 — 3) — 20844]. 
_Séparons également dans l'équation (6) ses parties réelle et imagi- 
nalre en posant 
a=a+ias, b=bi+ibs, Cc—c—+ics d = di + ide 
Nous obtiendrons alors deux équations: 
D, = aidy — Goda — D4Cy + baco = 0, | @) 
D: = Gide — Godi — biCo — Docs = 0. 
Si l'on pose C:=1 (4: = 1, Be — 0) tandis que Cs = 0 (As = 
= B, — 0) on verra, en Comparant les expressions (4) et (5), que 


la première somme (4) est égale à a, tandis que la deuxième à c. 
Par conséquent, pour A4,=1 et B, — À 8 = B3 = 0, nous avons: 


a = D) Ann(n—1), a= > Brn(n—1), 
Cy= D Ann(n—1)(n—2), c= D Bnn(n—1)(n—2). 


Par contre, si nous posons C, = 0 et C; = 1, c'est-à-dire si 
nous supposons que As:=B;=B;—0,43=—1 et calculons d'après 
les formules de récurrence les coefficients 4, et B,, nous obtiendrons 


= D'Ann (n—1), b= D Byn(n—1), 
=> Ayn(n—1M{n—2), d= DiBnn(n—1)(n—2) 


De cette façon se calculent les grandeurs qui figurent dans l’équa- 
tion (8). 

Telle est la succession des calculs sur ordinateur. 

11 faut d’abord rédiger un programme pour le calcul des grandeurs 
D, et D, (8) pour des paramètres x, B. w et e fixés. Les séries entières 
convergent rapidement et, même pour # > 30 les grandeurs À, et 
B, ont, en général, des valeurs plus petites que le zéro de l'ordina- 
teur. 

Puis, pour x et B fixés, déterminons & et wo tels que soit satisfait 
le système (8). On réalise le repérage à l’aide d’une simple interpola- 
tion linéaire. En fixant trois points sur le plan &, w, déterminons 
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Bn= 


Fig. 414 


trois valeurs de D, et D, (8) correspondant à ces trois points. D'après 
ces trois valeurs de D, et D,, construisons dans l’espace deux plans: 


D; = D,(e; «) et D, = D, (e; w). 


La ligne de leur intersection coupe le plan &, w en un point dont 
les coordonnées correspondent aux racines du système (8). Puis, on 
passe à l'approximation suivante jusqu’à ce que soit remplie la 
condition de précision donnée. Si l’on effectue les calculs en variant 
le paramètre B, on peut suivre le processus de variation de la fré- 
quence « et du paramètre d’amortissement £ en fonction de la vitesse 


810 


du débit pour un x donné, c'est-à-dire pour un rapport donné entre 
la masse du liquide et celle de la conduite. 

La fig. 414 montre quelques-unes de ces courbes. Détail particu- 
lier : dans le problème étudié, on n'observe pas la coïncidance des 
fréquences qu'on avait rencontrée plus haut. Cela est lié au fait 
que la vitesse du liquide non seulement joue un rôle de stimulant 
mais encore constitue un facteur d'amortissement qui se manifeste 
dans la présence des forces de Coriolis. Même pour une vitesse très 
petite v, il y aura amortissement, et les racines de l’équation caracté- 
ristique seront non pas imaginaires, mais bien complexes. 

Avec l'augmentation de la vitesse du débit, la première fréquence 
w (pour de petits x) augmente d’abord et puis commence à décroître 
pour devenir égale à zéro mais, dans tous les cas, e reste négatif. 


AD) 
# 


7 
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Fig. 415 


Cela signifie qu'il n’y aura pas de perturbations croissantes selon 
une forme correspondant au premier ton, mais que, par contre, aura 
lieu un amortissement soit oscillatoire soit apériodique. 

Le premier passage de & dans la zone positive a lieu pour des fré- 
quences correspondant au deuxième ton. Sur le graphique, les 
courbes correspondantes (fig. 414) sont marquées d’un index (8, w.). 
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La courbe de dépendance de la fréquence w des oscillations et de 
la vitesse critique B du débit par rapport au paramètre 


# — V LL 
[Ac + M, 

(fig. 415) a un aspect bizarre. Pour x << 0,545, ce sont les oscillations 
du second ton qui sont stimulées. Pour un x plus grand, apparaissent 
des oscillations du troisième ton, ce qui se manifeste par une brusque 
augmentation de la fréquence. Puis, pour une masse relative plus 
grande du liquide, les oscillations se feront selon le quatrième ton et 
les fréquences augmenteront. Dans le cas limite quand la masse de 
la conduite est petité par comparaison avec la masse du liquide, Ja 
fréquence et la vitesse critique croissent de façon illimitée. Si la 
masse de la conduite est égale à zéro le système est stable pour n’im- 
porte quelle vitesse du débit. 

150. Supposons que les sections transversales de la bande ne 
s'incurvent pas. Dans ce cas, les allongements axiaux peuvent être 


Fig. 416 


représentés sous forme de fonction linéaire de y (fig. 416): 


Ex —= Eo + XYs 


x étant la variation de la courbure de la bande dans le plan zxy. La 
contrainte axiale sera, de toute évidence, la suivante: 


lox = E (eo + xy — at), 


at étant l’allongement thermique. 
Comme la force normale dans la section et le moment fléchissant 
M, sont nuls, on aura 


| oxdF—0, | y dF=0, 
F F 
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de là 


à +b!2 ne +b/2 
E= —— | at dy, K=— | aty dy. 
—b/2 b/2 


Avec l'apparition de la torsion, les contraintes 6, créent, par rapport 
à l'axe x (fig. 416), un moment égal à 


M.= | o,y, 


ou 


d 
M,-+ | o y dF. 
F 


En outre, lors de la torsion, dans la bande apparaït un moment dû 
aux contraintes tangentielles et égal, comme on sait, à 


1 —2ppse 2 
M=- bh°G d 
La somme de ces moments est égale à zéro, aussi 


+ bhG+ | cv dF=0. 
F 


Mettant ici ©,, trouvons 


+b/2 
bh2 
— — at\v dy = —— 
| (eu + xy — at)-y? dy SUN * 
—b/2 
u étant le coefficient de Poisson. Excluant e,, nous obtiendrons: 
+-b/2 
EE 
j af) @} 


—b/2 


C'est là la condition de passage à une nouvelle forme d'équilibre. 
Remarquons que si la loi de distribution des allongements ther- 
miques le long de l'axe y est linéaire, c’est-à-dire si 


at = A + By, 


le premier membre de l'expression (1) s’annule pour n'importe quel- 
les valeurs de À et B. Par conséquent, pour une distribution linéaire 
de la température, il n’y a pas de nouvelle forme d'équilibre. 

Supposons que, sur la moitié gauche de la bande, les allongements 
thermiques sont répartis suivant une loi quadratique 


œi — pe 
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{fig. 417). L'expression (1) prend alors la forme suivante: 


0 
| b2 Jay RU = 
0/2 
ou 
45 À? 
er LEE EE 


Remarquons que, plus la bande est relativement mince, plus basse 
est la température à laquelle se produit la perte de stabilité (distor- 


sion). 
ZT 
U L 


n' 


Fig. 417 Fig. 418 


a, 


151. Dans ce cas, la poutre peut également connaître une perte 
de stabilité de sa forme plane de flexion; mais cela aura lieu déjà 
pour de grands déplacements, propres à une poutre fortement incur- 
vée, ce qui exclut l'emploi de la théorie habituelle de la stabilité de 
la forme plane de flexion. 

Quand on parle d'incurvation latérale d’une bande dotée d'une 
section rectangulaire mince, on ajoute le terme « mince », non pas 
pour montrer, comme cela pourrait paraître à première vue, que dans 
le cas contraire il n’y aurait pas d’incurvation, mais bien pour sou- 
ligner qu’au moment où survient la perte de stabilité, la bande ne 
connaît presque pas d'incurvation dans le plan de flexion. 

Un exemple éloquent du fait qu'une bande soumise à la flexion 
dans le plan de rigidité minimale peut connaître une perte de stabilité 
de la forme plane de flexion, est constitué par le phénomène dit 
entortillement de la spirale dans les appareils. 

On appelle spirale un ressort spiral bien connu de tous qu'on 
place sur l’axe du balancier des montres de poche ou des montres 
bracelets (fig. 418), ainsi que sur l’axe de l'aiguille dans la plupart 
des appareils de mesure: manomètres, baromètres, indicateurs de 
vitesse dans les avions, altimètres, voltmètres, ampèremètres et 
autres appareils. 
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Le ruban de la spirale placée dans un appareil est soumis à la 
flexion dans le plan de rigidité minimale. Sous un certain angle de 
rotation de l’axe, qu'on appelle d'ordinaire angle d'’entortillement, 
la spirale connaît une perte de stabilité de sa forme plane de flexion : 
elle s’entortille. C'est pourquoi l'angle de rotation de service se fait 
toujours plus petit que l’angle d'’entortillement. 

152. Le problème proposé offre un terrain assez large d'investi- 
gations. D'une part, on peut se limiter à l’étude de la stabilité par 
rapport à un chavirement à symé- 
trie axiale. Une telle résolution 
n'offre guère de difficultés. D'autre 
part, il est d'intérêt à examiner 
l'existence des formes non symé- 
triques d'équilibre et à établir les 
conditions à remplir pour que 
l'anneau quitte, avec torsion, le 
plan de la courbure. Ici, il est 
indispensable d'établir au préalable 
des équations d'équilibre d’une 
forme un peu plus générale que 
celles utilisées pour l'étude de la 
stabilité de la forme plane de fle- 
XIOn. 

Etudions d'abord la stabilité de | 
l'anneau par rapport à un chavire- Fig. 419 
ment à symétrie axiale. 

Au point À ayant pour coordonnées z, y (fig. 419), par suite de 
l'opération préliminaire de retournement, apparaît une déformation 
initiale tangentielle e — 2x/R. Communiquons à l'anneau une petite 
déviation angulaire 8 axialement symétrique. Le point À prendra 
la position À’ et il apparaît un allongement supplémentaire égal au 
rapport de la projection du segment A4’ sur l'axe z au rayon R: 


Ae — È [cos (æ — Ÿ) — cas &). 


Comme l’angle © est petit, remplaçons sin ÔŸ par Ÿ et cos Ÿ par 

4 + ; on aura alors 
2x 1 Li 
ee gt (vos). 


L'énergie potentielle des déformations élastiques sera 


UE {| (e + Ae)? dF ds : 
sF 


dans cette expression, l'intégration se fait sur tout l’arc de cercle s 
ainsi que sur l'aire de la section transversale F. 
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Comme les déformations sont à symétrie axiale e + Ae ne dé- 
pend pas de s, et alors 


= 2 | (25—7 ++ y6)" ar, 
ou : 
ge L(e-#) nr] 


J, et J,, étant les moments d'inertie de la section par rapport aux 
axes principaux x et y. 
La dérivée de Ü par rapport à Ÿ a la forme suivante: 


on l-2(4-)07,+20]. 


Cette dérivée s’annule pour Ÿ — 0. Par conséquent, l'anneau retourné 
à l'envers se trouve en position d'équilibre. Pour établir si cette 
position d'équilibre est stable ou instable, calculons la dérivée 
seconde 


ŒU ñr£E 
2 
Pour _ é > 0; la position d'équilibre est stable, pour 
el << 0, elle est instable. Par conséquent, pour un anneau 


retourné à l'envers, la condition de stabilité par rapport à des per- 
turbations à symétrie axiale est la suivante: 


Je of. 


b>hy2. 


Passons maintenant à l’étude complète de la question. 

Etablissons les équations d'équilibre d’une poutre incurvée dans 
le plan principal, dans le cas où il y a de faibles perturbations ayant 
trait à la torsion et à la flexion dans le second plan. Faisons cela 
dans une forme un peu plus générale qu’il n'aurait fallu pour le 
problème en question, cela dans le but de pouvoir nous servir, dans 
la suite, des équations obtenues. 

Cela étant dit, supposons que nous avons un élément de la poutre 
de longueur ds, légèrement incurvé (fig. 420). Dans les sections trans- 
versales apparaissent six facteurs d'efforts ayant des accroissements 
correspondants. Par simplification, ils ne sont pas montrés sur le 
dessin. 

Dans l’état précritique, seuls les efforts se trouvant dans le 
plan de la courbure : M,, Q., et N,, sont différents de zéro. Après que 
la poutre ait été soumise à une flexion supplémentaire et à une tor- 
sion, apparaîtront des efforts supplémentaires : Q., Q,, N, M. M, 
et M: dont la valeur est considérée comme étant petite. 
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ou 


Désignons par p et q les petits changements de la courbure dans 
les plans yz et xz, tandis que par r, la torsion ; établissons les équations 
linéaires d'équilibre pour l’élément en déformation. Le principe de 
linéarisation employé ici est tout à fait ordinaire. Les efforts de 
l'état précritique sont introduits dans les équations d'équilibre en 


Fig. 420 


tenant compte de la modification de la forme de l'élément, tandis que 
les.efforts supplémentaires, petits, sans tenir compte de la modifica- 
tion de la forme, c'est-à-dire d'après la forme correspondant à l’état 
précritique. 

Dans le but de rendre cette procédure plus compréhensible, éta- 
blissons de façon détaillée la première équation d'équilibre. Egalons 
à zéro la somme des projections de toutes les forces sur l’axe x: 


Qxo +Q:— (Oxo nu Qz +dOQx + dQ) ÉE 
—(No+N+dNo+aN) x (+9) d5— (Qu +40) r ds 0. 


Rejetons les grandeurs d'ordre supérieur de petitesse ainsi que les 
produits de Q. par get de Q, par r. Nous obtiendrons alors 


— Os —Q:— + Nog+ = 0. 


Dans l'état précritique, Q. = N = 0, q = 0, et c'est la raison 
pour laquelle 


Qo+ 72 = 0. (A) 


Additionnons la première et la seconde équation. Alors, 


Q+Nog+ = 0. 


De façon analogue nous obtiendrons encore cinq équations en 
égalant à zéro les sommes des projections des forces sur les axes y 
et z ainsi que les sommes des moments par rapport aux trois axes. 
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Ecrivons-les toutes : 


Qs+ Ng+ = 0, (1) 

Qu +rQxo— PNo—0, (2) 

N'— Qug— = 0, (8) 
Mi PE —Q— Mo =0, (4) 
Mi+Q:=0, (5) 

Mie + Mop=0. (6) 


En guise de complément à l'équation (A), nous obtenons encore 
deux équations d'équilibre pour l’état précritique: en tout, trois 
équations 


> Oxo 
No = 0, (8) 


Dans toutes les équations écrites plus haut, on comprend sous 
4/R la courbure de la poutre dans l’état précritique ; cette courbure 
est liée avec la valeur du moment M,. 

Les changements de la courbure p et q ainsi que la torsion r 
sont proportionnels aux moments M,, M, et M.: 


M, =ET,p, 
M, = ETS, 
M: = GJir. 


Passons maintenant des équations générales au problème en 
question. Pour un anneau retourné à l'envers, les équations (1)-(6) 
se trouvent simplifiées par le fait que W, = Q,, = 0, tandis que MW, 
et 1/R sont constants. C’est pourquoi 


Q:+=0, (40) 

Q=0, (41) 

N'—%=0, (12) 
Mi+— Q,—Mor =0, (13) 
Mi +Q:=0, (14) 

Mi— TE + Mop = 0 (15) 
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Dérivons l'équation (13) par rapport à s en tenant compte que 
Qy = 0. En définitive, nous aurons: 


M,+2Mi- Mo =0, 
ou 
" | ? 
EJ.p" + (Gr M) r'=0. 
L'équation (15) prend la forme suivante 
Glir' = (+ EJ,— Mo) p. (16) 
Excluons r: 


m | k° 
p+rp=0 


avec 
> R? 1 1 
= 57e (7 i—Mo) (Ex Mo) - 40 
Ainsi, nous obtenons 
. ks ks 
p=Asin- + Bcos—, 


1 1 R ks . ks / 
For (5 EJ:—M) TT (—4cos > + Bsin +) +C. 
Comme l’anneau est fermé, les fonctions p et r doivent être pé- 
riodiques, c'est-à-dire doivent reprendre leurs valeurs antérieures 
quand s change d'une valeur égale à 2xr. Par conséquent, la grandeur 
k doit être un nombre entier. 


Pour un anneau retourné à l'envers, 


Mo= ES, 
et de l'expression (17) nous obtenons 
>. EJ, EJ, 
ge Loi: 2 mie so 


n étant un nombre quelconque. 

Si EJ, = 2EJ,, on aura n = 0 et nous aboutissons au cas d’un 
chavirement à symétrie axiale de l'anneau. Posons maintenant 
EJ,> 2EJ,. Dans ce cas, le second facteur du deuxième membre dans 


l'expression (18) sera positif. Déterminons le signe du premier 
facteur 


bh3 
| D ÉR ps 2E 5 1 1+u 
GT Es 7 
2(1+) 


Le coefficient de rigidité à la torsion B d’une poutre de section 
rectangulaire est plus petit que 0,333. Par conséquent, l'équation 
qu'on vient d'écrire s’avère négative et c'est pourquoi n°? < 0. 
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Ainsi, si EJ, > 2EJ, ou, sib=>h "2, on aura nr <0 et il 
n’y aura pas de formes non symétriques d'équilibre. Cela signifie 
que la condition de stabilité d’un anneau retourné à l'envers 


b>hy? 
vaut tant pour les formes symétriques que pour les formes non symé- 
triques de perte de stabilité. 
153. La solution est entièrement décrite par les équations établies 
pour le problème précédent. 
Si la chaleur est amenée à travers la surface interne, on aura 
4, >> t, et dans l'anneau se crée un moment constant 


Mo= ES je 


« étant le coefficient {de dilatation thermique. 
La grandeur kÆ? (17) doit être un nombre entier 


___ A? Gt 
= pro (RM) (%e— Mo), 
d'où 
Mo = _ [EJ,+GJi + V (ES. + GT.) +4EJ,GJ, (n2—1)]. 
La plus petite valeur positive de M, sera. pour n=0, 
ET, 
Mer = R 


(Le cas n = 0 et M, = 2e ne satisfait pas à la condition de con- 


tinuité des déplacements.) 

Si l’amenée de la chaleur se fait à travers la surface externe et 
Lo > ta, il faudra chercher pour M, une valeur négative qui soit la 
plus petite en valeur absolue. Cela se passera pour r = 2 


| Moer|= 3% [IV ET, + GT) ASE. ET, — Gi]. 


Ainsi, pour un échauffement de l’intérieur, la perte de stabilité 
se produit selon une forme symétrique, tandis que pour un échauffe- 
ment interne, suivant une forme non symétrique et avec torsion. 

154. Les équations établies lors de la résolution du problème 152 
fournissent une réponse à la question posée. 

Puisque 1/R—0, les équations (11), (13) et (15) prennent la 
forme suivante 

Qu=0, M: —Q, — Mor = 0, 
M: + Mp = 0, 


où la position des axes correspond à la fig. 421. 
Faisons la substitution M, = EJ,.p et M+ = GJir et, excluant r, 
nous trouverons 
" M? 0 
P TRES PV. 
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Or M, = “2 où l’on comprend sous À non plus le rayon de la 


courbure dans l’état précritique, mais bien le rayon initial de l’anneau 
non sectionné. 
Soit la notation 
ALLER k2 
GJiES, 


Alors 
. ks .ks 
p=Asin-+Bcos—-. 
L'angle de rotation de la section par rapport à l'axe x se déter- 
mine à l’aide de l'intégration de p sur s: 


ks 


BAT (1—cos+)+BEs ne. 


Ici, la constante arbitraire d'intégration a déjà été choisie telle 
que pour s = 0 l'angle Ÿ, puisse s'annuler. 


Pour obtenir le déplacement transversal le long de l’axe y il faut 
intégrer encore une fois celte dernière expression par rapport à s: 


y= AR (s—-Ésnt)+8+(1— où s 7). 


Ici. de nouveau, la constante d'intégration a été choisie de la 
condition d'égalité à zéro des déplacements à l’origine des coordon- 
nées. Comme pour s = 2r/?, les grandeurs Ÿ, et y s’annulent, nous 
obtenons deux équations 


A (1 — cos 27h) re 2nk = 0, 
A (2Rr- + sin 2nk) + BÂ 7 (1— cos 27k) — 


Annulons le déterminant et trouvons la plus petite racine 274 — 
— 21. Par conséquent, À — À et on aura alors 
ET, 
VOIES: 
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Or, 


bh$ 
ET, — ET, EJ v=E-, Ge ps Be, 
de là il découle que 
b _1+u 
BR 6 (A) 


Posons u = 0,3. Pour ce qui est du coefficient de rigidité B à la 
torsion, il dépend de façon complexe du rapport b/h. 

Les données des tables sur B qu’on trouve dans le cours de résis- 
tance des matériaux ne sont pas suffisantes pour résoudre cette équa- 
tion transcendante. C’est pourquoi nous allons nous servir de la 
relation suivante 


192 h 1 ixb 
B=5[1- CRE D st 


Après avoir essayé quelques chiffres, trouvons la solution de 
l'équation (A): 


b | 
7 = 1,16. 


La forme rectiligne d'équilibre est stable pour 


b > 1,164. 


155. La probabilité de l’incurvation de la barre dans l’un ou 
l’autre sens est déterminée par son incurvation initiale, les inhomo- 
généités, dues au hasard, dans le matériau ainsi que par les inclinai- 
sons de la ligne d'action de la force P par rapport à l’axe de la barre. 

Le degré d'influence des facteurs accidentels dépend de la rigidité 
de la barre. La plus probable est, évidemment, la flexion dans le 
plan correspondant à la rigidité minimum, c’est-à-dire dans le cas 
présent, par rapport à l’axe z (fig. 422). I] reste à vérifier si la rigidité 
en flexion ne change pas lorsque le moment change de signe. Dans 
le cas où la rigidité reste inchangée, l’incurvation à gauche ou à 
droite sera d'une égale probabilité. Si la rigidité s'avère différente, 
la plus probable sera une flexion dans le sens de la rigidité minimale. 

Supposons que la courbe de compression du matériau est donnée 
(fig. 423). La contrainte © créée dans Îles sections transversales de la 
barre dépasse par hypothèse la limite d'écoulement (point À sur le 
diagramme). Lors de la flexion de la barre, les couches siluées du 
côté concave subissent une fatigue supplémentaire, et les contraintes 
y croissent en fonction de # selon la droite 7. Du côté convexe, c’est 
un déchargement qui se produit, et le mode de dépendance entre o 
et e est représenté par la droite 2. Désignons par D la tangente de 
l'angle d’inclinaison de la droite Z et par £Æ, celle de la droite 2, 
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E étant le module d’élasticité. Comme résultat, l’épure des contrain- 
tes de flexion supplémentaires épousera la forme d’une ligne brisée 


Fig. 422 Fig. 423 


(fig. 422). L'emplacement de la fibre neutre z, se déterminera de la 
condition selon laquelle 


f AcaF=0, (1) 
F 


puisque dans la section la force normale ne varie pas et reste constam- 
ment égale à P. 


Si la barre s’incurve à gauche, l'axe z, se déplace également à 


gauche par rapport à l'axe central z. Si la barre s'incurve à droite, 
l'axe neutre se déplacer…a à droite. 


Examinons le premier cas. L'axe 2, est déplacé à gauche. Du 
côté convexe de la barre 
y 
A6=E (y>0), 
tandis que du côté concave, 
Ao = D À z0 
=D (n<0). 


En vertu de l'expression (1), nous avons 


E | y. dF=D | y,dF, 


gauche droite 
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ici la première intégrale s'étend sur un domaine situé à gauche par 
rapport à l’axe z,, tandis que la seconde, sur un domaine situé à 
droite du même axe (fig. 422). Après avoir calculé les moments sta- 
tiques des zones indiquées par rapport à l'axe z,, nous trouverons 


= (1+20—V 62+ 38), 


avec d = D/E. 
Pour une incurvation de la barre à droite, l’axe z, se déplace à 


droite, d’une valeur 


a 107 9" 
br (2+d4—7V 124— 3). 
Déterminons maintenant le moment créé par les contraintes Ao 
par rapport à l’axe transversal z,. Remarquons que l'axe peut être 
choisi de façon arbitraire du fait que la force normale due aux con- 
traintes Ao pour les b, et b, trouvés est nulle. 
Pour une incurvation à gauche 


M=[E | ydF+D | yidF|. 
gauche droitc 


On peut écrire cette expression dans la forme suivante 


avec 
J, =+a (2a — b,)° +< [8a (a + b4)° — 6ab;]. 
Eliminant b,, nous obtiendrons 
Lier [7 +224 + 7d?— 4 (2 + d) V 6d+ 34]. 


Lors d’une incurvation de la barre à droite, nous obtenons de façon 
analogue 


Je 10—22+ 8 —(4—d) V 124 — 34]. 
Dans l'intervalle de variation de d de zéro à l’unité, nous avons 


Par conséquent, la probabilité d'incurvation est plus grande à droite 
qu'à gauche. En flambement, la forme la plus probable d'incurva- 
tion de la barre est celle où le côté ouvert du profil se retrouvera du 
côté concave de la barre. 

156. La perte de stabilité est possible pour des ressorts de trac- 
tion dotés d’un enroulement avec serrage. 

Chez des ressorts de ce genre, les spires se trouvent compacte- 
ment comprimées les unes contre les autres. Avec l'augmentation 
de la force de traction, la pression de contact entre les spires diminue. 
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L'allongement du ressort ne peut commencer qu'à une force dépassant 
la force de précompression P, (fig. 424). 

La perte de stabilité s'accompagne d’un gauchissement et d'une 
flexion des spires (fig. 425). Tout se fait comme si chaque spire, sans 


7 


Sù 


t2 


Fig. 424 


attendre le moment où elle pourra se détacher de sa voisine, glisse 
sur la surface de contact en fléchissant dans son propre plan. Le 
travail effectué par la force P sur le déplacement axial ainsi créé se 
transforme en énergie de flexion des spires. 


PL 


Lea Aa amas gg OUI PPT ETES 


Fig. 425 


Le schéma de calcul pour la détermination des forces critiques est 
montré sur la fig. 426. En vertu de la formule (3) (voir solution du 
problème 54, p. 133) 


Q 
AŸ — Ces” 
Or, Q = PAG. Eliminant Q, nous obtenons 
P Cr — Ceis- 
De la formule (4) du même problème, nous obtenons 
P mt . 
8D3n 
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Comme dans le cas présent //n— d, on aura 


#. 


Fig. 426 Fig. 427 


Eds 
Fer = SD - 


157. Examinons le système dans une position inclinée par rapport 
à la verticale. 

Les équations d'équilibre pour le nœud (fig. 427, a) seront les 
suivantes : 


P=— Nisina; + N,sin es, | 


N, cos &, — N, cos &. () 

Du triangle ABC (fig. 427, b) nous avons 
(£ — Al,) cos &i + (1 — AL) cos & — 21 cos &, | ) 
(— Al) sin & — (2— Al) sin œ. (2) 


Nous prendrons en considération les petites perturbations par 
rapport à la verticale et les grandes perturbations selon la verticale. 
Introduisons la notation suivante: 


œ = à + f, & = à — À, 
où l’angle « caractérise un déplacement du nœud en bas. tandis que f, 
un déplacement selon l'horizontale. Par analogie, 
N=N—-AN, N;=N+AN. 
Désignons par c la rigidité des barres à la compression 


N—AN nn N+AN è 
c c 


Al, = 


Mettons ensuite &;,, &+, N,, N:, Al et Al, dans les équations (1) 
et (2) et linéarisons ces dernières en négligeant les petits produits 
BAN. Ne sont retenues que les premières puissances de ces grandeurs. 
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En définitive, à la place de (1) et de (2), nous obtiendrons 
P = 2Nsina, 
NB sin & — AN cos a = 0, 


(1) cos & — | cos &, 
(IT) pcosa— © sina--0. 


La première et la troisième de ces équations donnent la possibilité 
de déterminer:l'angle &« en fonction de la force P pour une forme 
symétrique d'équilibre 


P co &o 
sina(i rer )- (3) 


La deuxième et la quatrième équation sont homogènes par rapport 
aux grandeurs inconnues B et AN qui caractérisent une déviation 
latérale. Annulons le déterminant de ce système 


N sin a — COS 


= 
—— 


N : ’ 
(1——) COS& ——Ssinœ 
C C 
d'où 
T— Lcos® & = 0. 
Remplaçant N par P, nous obtiendrons 


P 
5 — Sin a cos” a —=0, 


ou, en vertu de l'équation (3), 
COS Gp — COS &Œ — COS* &. 


La fig. 428 montre le graphique exprimant la dépendance entre 
cos « et cos &,. Ce graphique doit être interprété de la manière 


FE Z eus 
ZT 


0 al 26 10 cosa 


cos &y 


84 


17 


Fig. 428 


suivante : l'angle «, est donné. Le système n’est pas sollicité. « = &o 
(point À sur la fig. 428). Au fur et à mesure que la sollicitation aug- 
mente, l'angle &« diminue tandis que cos &« augmente. Le point B 
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caractérise le passage à une forme non symétrique. La valeur de la 
force correspondante P peut également être déterminée à partir de 
l'équation (3). Lorsque l'angle & 
aura suffisamment diminué, la 
forme symétrique d'équilibre 
redeviendra stable (point C sur 
le graphique). L'apparition de 
formes non symétriques n'est 
possible que pour cos «y << 
ae <2V3/9 ou pour &, > 67°25". 
Le comportement du système 
dans l’état postcritique peut être 
Fig. 429 étudié à condition de renoncer 
à supposer que l'angle B est 
petit. Au reste, il est plus commode de résoudre le problème par la 
méthode énergétique. Si l'on introduit les déplacements À et f 
(fig. 429), il sera facile d'obtenir des quadrilatères CBB,B, et 
ABB,B, les relations suivantes: 


Lcos &y + f — (L — Al,) cos a, 
L'sin &— À — (1— Al,)sin a, 


L'cos &o— f — (1— Al) cos &, 
l'sin &y— À :- (1— Al,) sin &. 


Eliminant «&, et «., nous obtiendrons 
Alj=i—V(Isina—A)-t(lcos æ+f}, 
Ala=1—V(lsin a— À)? + (L cos &o— f}°. 

L'énergie potentielle totale du syslème sera 


U—+c(Al}++c (Al) PA. 

Les premières dérivées de Ü par rapport à À et f dans la position 
d'équilibre étant nulles, c'est d'après le signe des dérivées secondes 
que l’on détermine si la forme d'équilibre est stable ou instable. 

Nous laissons au lecteur la possibilité de faire lui-même cette 
analyse. | 

158. Représentons-nous que les billes BB se soient retournées 
d'un petit angle @ par rapport à l'axe OA (fig. 430). Alors, les forces 
d'inertie des billes mw°l ne seront plus parallèles à l'axe OA et 
formeront un couple dont le moment est 


M = mo“la2a 

et qui fait tordre la barre OA. Mais comme & = pa/l, on a aussi 
M = 2mw*a*. 
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D'autre part, pour une barre tordue, on a 


GJ, étant la rigidité de la barre; ainsi, 
7 
PT 2mla? * 


C'est bien la vitesse angulaire critique pour le système donné. Pour 
une vitesse dépassant celle examinée, la barre OA sera soumise à 


la torsion. 


Fig. 430 Fig. 431 


159. Représentons-nous qu'une certaine section siluée à une 
distance & de l’axe se soit tournée, par suite de la torsion de la barre, 
d’un angle œ (fig. 431). Prélevons de la barre un élément dé dyh 
situé à une distance y de l'axe de la barre. Quand la section se tourne. 
d'un angle , la force élémentaire d'inertie dm w°& donne une com- 
posante transversale dm w°ta. 

Le moment de torsion élémentaire créé par cette force sera : 


dM = dm way. 
Or, 
2 
4 ? 
y étant le poids spécifique du matériau dont est faite la barre. Alors, 
le moment de torsion dans la section x se déterminera comme 


dm — h dt dy, & = ® 


+b/2 1 l 
sh, 
M — | | + ho?qy? dy dŒ=T TS | p dc. 
—b/2 0 (1 


La force normale dans la même section se déterminera par l'intégra- 
tion de l'expression 


w?t dm — + @Zh£ di dy, 
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ce qui donne 


+b/2 1 
LC D) 2bl 
N— | | Lotht dE dy = LE (P— 22). 
-b/2 x 
Des conditions de torsion de la barre, nous avons 
3e __ Mi 
dr CC 


€ étant la rigidité en torsion. Dans le cas présent, cette dernière 
grandeur dépend de la force W (voir problème 29): 


C= ++ 


ER 
_ 1 y bih 
C = + bh°G Fe 57 ([2— x?) 


Dans le problème précédent, les barres OA étaient rondes et leur 


rigidité ne dépendait pas de la force de traction. Cette fois-ci, nous 
-Obtenons 


*X 
Dérivons les deux membres de cette équation par rapport à x: 
dz äz g 12 
‘Or, de l'expression donnant C, il découle que 


g 12 dx 
c'est pourquoi 
d dp \ _ dC 
(Ci) 


Indépendamment de la forme de la fonction C, la solution de cette 
‘équation sera 


dr : 
p=2[4| z2C +B], 
A et B étant des constantes arbitraires. 
Calculons l'intégrale 


| dx | dz _ À 1 EE p,1+# 
z2C 1 y b3h __p [ z 2 LE |. 
EL SE de 5Z uw? (1 2) | z 


dans laquelle on a fait les désignations suivantes : 
OA ppan ss Ÿ Dh op 
P = dR°G + WE, 


Ainsi, 


A k 1 + kz 
pr (-t+ssmi)+Bz 


Pour z —0 œ—0, d'où À = 0. Puis, pour x — !, nous avons 
M, — 0 (d/dx = 0), et alors B = 0. 

Par conséquent, pour n'importe quelle vitesse angulaire ©, la 
barre reste droite. Si la rigidité en torsion ne dépendait pas de la 
force normale, il y aurait moyen d'indiquer une vitesse angulaire 
critique pour la barre. 

160. Un disque mince, homogène, tournant autour d'un axe 
perpendiculaire à son plan, peut connaître une perte de stabilité. 
Mais pour des disques d'épaisseur ordinaire, la vitesse critique w.- 
se situe plus haut que celle pour laquelle survient la destruction. Si 
l'on prend un disque métallique très mince ou, mieux encore, un 
disque en caoutchouc, on peut expérimentalement obtenir la forme 
de perte de stabilité montrée sur la fig. 432. 

Une telle forme d'équilibre peut avoir une explication suivante. 
Supposons que le disque soit équilibré d’une façon idéale, et, de 
plus, que son plan ait subi une déformation extérieure telle que son 
équilibre se soit rompu. Si le centre de gravité du disque s’est déplacé 
à droite, comme le montre la fig. 432, dans le voisinage de l’axe 
immobile apparaîtront, du côté gauche, des contraintes radiales de 
compression. C’est pourquoi cette zone du disque peut subir une 
incurvation, pour une vitesse angulaire suffisamment grande, et le 
déséquilibre augmentera davantage. Si, avec cela, le disque ne sera 
pas détruit, après la perte de stabilité, sa forme peut rappeler celle 
montrée sur la fig. 432. 


Déformee du diametre 


Fig. 432 Fig. 433 


161. Déterminons la force P qu’il faut appliquer à l’anneau pour 
le faire dévier de son axe d’une certaine grandeur petite w (fig. 433). 
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On aura, évidemment, 
nt à 
. el \ 
P=Y Ni cos (i — Po), 
j 


où i est le numéro du rayon, W; l'effort normal créé dans ses sections. 
Si l’on désigne par A; l'allongement du i-ième rayon, alors, 


Or, 
D) 
À; = w cos (i — po) : 
on a donc 


nr 
EF o é on 
P=w—- > cos (à TP) : 
1 


On peut montrer que 
ñn 
Ÿ cos? (= ) = + 
n — Po 99 
1 


et, alors, 
EFn 


s| ER 


P = w 


Le nombre critique de tours s'obtient de la condition 


EFn 
P = moi,w -- w 7 
d’où nous obtenons 
- EFn 
Per N mt : 


162. Pour une certaine pression (dans la zone d'allongements 
notoires), la forme sphérique d'équilibre devient instable. Si pour 
une raison quelconque dans la paroi apparaît un amincissement local, 
celui-ci va continuer à se développer. L’épaisseur de la paroi devient 
uniforme et la sphère s’étire quelque peu (fig. 434, a). Ce phénomène 
qui offre des analogies avec le processus de la formation d'une gorge 
chez des éprouvettes en traction, peut également être constaté lors 
du gonflement de la vessie d’un ballon de volleyball. Un phénomène 
analogue s’observe également lors du gonflement de la chambre à 
air d’un vélo (fig. 434, b). 

163. Si pour une raison extérieure quelconque l'’éprouvette se 
trouve soumise à une contraction locale, elle recouvrera d'elle-même, 
l'effort de traction n'étant pas grand, sa forme cylindrique, à con- 
dition que soit éliminée la cause de cette contraction. Ainsi, jusqu’au 
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moment. où l'effort de traction prenne une valeur déterminée, la 
forme cylindrique de l’éprouvette reste stable. 

Pour un effort de traction suffisamment grand, toute contraction 
locale entraînera une telle augmentation des contraintes dans la 


Fig. 434 


zone de contraction que, même si les causes de cette contraction 
seront éliminées, la barre ne Sera pas à même de recouvrer la forme 
cylindrique. La contraction se développera toujours avec une gorge à 
l'éprouvette. La forme cylindrique d'équilibre s'avère donc instable. 


V. QUESTIONS ET PROBLÈMES DIVERS 


164. La plus grande résistance limite à la traction appartient à 
certains types d'’aciers spéciaux employés dans la fabrication des 
cylindres de haute pression ; elle atteint la valeur de 


Ot.ir — 245 kgf/mm°. 


Un fil écroui mince en acier ou en tungstène présente des données 
encore plus élevées. Le premier a une résistance limite à la traction 
proche de 350 kgf/mm°; le second, proche de 420 kgf/mm*. La résis- 
tance limite à la compression atteint 450 kgf/mm* pour l'acier au 
carbone et 500 kgf/mm* pour le tungstène. 

Le carboloy (carbide de tungstène cémenté de cobalt), métal de 
destination spéciale employé dans la technique de hautes pressions, 
accuse, selon des données publiées, ot. — 650-670 kgf/mm*. En 
traction ce matériau travaille, cependant, moins bien que l'acier. 

Les cristaux filiformes des métaux et des pierres précieuses obte- 
nues artificiellement et auxquels la technique d'un prochain avenir 
accordera une place considérable ont une résistance limite très élevée. 
Il importe, cependant, de mettre le lecteur en garde contre l’identi- 
fication des notions « résistance d’une éprouvette » et « résistance 
d'une structure ». 

C'est, effectivement, la résistance de l’éprouvette qui définit 
la valeur de la résistance limite. Mais pour ce qui est de la résistance 
d'une pièce fabriquée dans le même matériau, elle est déterminée, 
dans les conditions d'exploitation, non seulement par la résistance 
limite, mais par d’autres caractéristiques encore dont, notamment, la 
plus importante est l'allongement de rupture ainsi que d’autres indi- 
ces, qui ne se prêtent d’ailleurs pas à une détermination univoque, 
tels que, par exemple, la sensibilité à des contraintes locales, la 
résilience au choc, etc. C’est pourquoi, une pièce fabriquée dans un 
matériau ayant une résistance limite plus élevée, s'avère bien sou- 
vent, dans les conditions d'exploitation, moins résistante qu'une 
pièce identique fabriquée dans un autre matériau avec une résistance 
limite moins grande. 
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La résistance limite de certains aciers peut, au moyen d’un traite- 
ment thermique accompagné d'un écrouissage intermédiaire, être: 
élevée jusqu’à 280-300 kgf/mm?. Cependant, cet indice à lui seul 
ne suffit pas pour faire une appréciation correcte du résultat obtenu. 

165. Le bois en traction le long des fibres. Par exemple, pour 
un sapin sec, la résistance limite à la compression ot. 5,50 kgf/mm?, 
alors qu’à la traction 01.14. Æ 7,20 kgf/mm?; pour un hêtre, 


Ot.ce © 06,70 kgf/mm?, ot. & 8,20 kgf/mm°. 


Cette propriété du bois est la conséquence de son anisotropie. 
Dans le bois, des couches rigides se succèdent avec des couches sou- 
ples. Lors d’une compression longitudinale, ce sont les couches 
rigides qui supportent le gros de la charge. Avec des efforts suffi- 
samment grands, dans ces couches commence un voilement local 
qui conduit à une destruction rapide de l’éprouvette. Le textolite 
possède une propriété analogue. 

166. Il est largement connu que le module d'’élasticité de l’acier 
est de 2-10* kgf/mm?, mais peu sont ceux qui connaissent les maté- 
riaux dont le module d'’élasticité dépasse cette valeur. Donnons 
les caractéristiques suivantes des métaux dans l'ordre de grandeur- 
de leurs modules d'élasticité: 


kgf/min* 
Cobalt et nickel ...... . . . . . 21 100 
Rhodium .............. 29 800 
BérVILIUM: . 5 ss és Di is à 29 900 
Tungstène et molybdène . . . . . . . 35 200 
Carboloy .. . . . . . . . . . . . . 70 000 


167. Chez certains types de caoutchouc, le module d'élasticité: 
atteint 0,04-0,05 kgf/mm°. Parmi les métaux, le module d'élasticité 
le plus petit appartient au plomb (E = 1830 kgf/mm?) et au calcium 
(E — 2110 kgf/mm?). 

168. Pour répondre à cette question il faut savoir combien sont 
grandes les déformations que l’on a en vue. D'ordinaire, il est con- 
venu de dire que le caoutchouc n'obéit pas à la loi de Hooke. Avec 
cela, cependant, on ne dit pas s’il s’agit de grandes déformations de 
l'ordre de 100 % et plus. 

Pour des déformations ne dépassant pas 10-20 %, tous les types 
de caoutchouc peuvent, en règle générale, être considérés, avec 
une précision librement suffisante pour des buts pratiques, comme 
obéissant à la loi de [looke. Aucun autre matériau n’accuse de 
déformations aussi grandes dans les limites de proportionnalité. 

169. Nous sommes habilués à croire qu'en traction simple le 
rapport de la contraction transversale à l’allongement longitudinal, 
dit coefficient de Poisson, doit être plus petit que 0,5. Cette condi- 
tion, cependant, n’est valable que pour un matériau isotrope et on 
n’a donc aucune raison de croire qu'elle doit être observée pour 
des matériaux anisotropes tel le bois, notamment. 
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Ainsi, s’il n’y a pas de doutes dans la précision des mesurages 
et le principe de réalisation des expériences, le rapport 0,6 obtenu 
pour le bois peut être adopté sans réserves. 

170. Le fait est que, en traction, l'allongement du câble se 
produit non seulement par suite de l'allongement des fils, mais 
encore suite à leur flexion partielle et torsion. Le module d'’élasticité 
réduit du câble en traction ne reste pas constant, c'est-à-dire la 
courbe de traction du câble ne sera pas linéaire même si les fils 
connaissent des déformations élastiques. Dans la première phase de 
traction, les fils se tassent et les interstices entre eux diminuent 
progressivement. Si l’on augmente la traction, les déformations 
locales qui apparaissent dans les zones de contact entre les fils, vont 
acquérir un rôle considérable. 

171. Les fibres, dont est fait le fil, sont plus petites que le fil 
même. C'est pourquoi, la résistance du fil dépend non seulement de 
la résistance des fibres mêmes, mais aussi de leur adhérence mutuelle. 
Quant à cette dernière, elle est déterminée par les forces de frotte- 
ment agissant entre les fibres. Pour un fil tordu, chaque fibre se 
marie avec les voisines, en est comprimée, et les forces d’adhérence 
des fibres se trouvent beaucoup plus grandes que chez un fil non 
tordu. 

Les valeurs des forces d'adhérence dépendent largement de la 
longueur des fibres. C’est la raison pour laquelle le coton longue-soie, 
par exemple, est plus précieux que le coton courte-soie. 

Détail curieux: les fils à fibre synthétique se montrent moins 
résistants à la rupture quand ils sont tordus que s'ils ne le sont pas. 
La fibre synthétique a une grande longueur égale à la longueur du 
fil. C'est pourquoi, les fibres n'ont pas besoin d'être rattachées 
et, dans ce cas, le tors ne fait que susciter des contraintes supplé- 
mentaires provoquant une rupture plus rapide. 

Mais en dépit de cela, les fils à fibre synthétique sont tout de 
même tordus ou tressés. Cela est indispensable à faire pour éviter 
que. lors du maniement, les fils ne s’effilent et ne se rompent par 
fibres détachées. 

172. L'étudiant a confondu Îles notions de résistance et de ri- 
gidite. 

Quand on parle d'un matériau de haute qualité, on a en vue ses 
indices de résistance. L'’acier allié a des indices de résistance plus 
élevés. mais son module d’élasticité Æ est presque le même que 
chez tous les autres aciers, c'est-à-dire à peu près 2-10* kgf/mm?. 
C'est pourquoi, le fait d'employer un acier allié, dans le cas pré- 
sent, ne donne rien. 

173. D'après l'hypothèse, les déplacements dans la poutre sont 
proportionnels aux charges actives. Par conséquent, nous pouvons 
employer pour le système en question la loi de la réciprocité des 
déplacements. 

Le déplacement dans une section z peut être déterminé en pla- 
çant un indicateur en dessous du point À et en appliquant sur la 
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poutre une charge dans la section zx (fig. 435). Déplaçant la charge, 
mesurons Ô. au point À pour différentes valeurs de x. La courbe de 
dépendance obtenue Ô, = f (x) représente la déformée de la poutre. 


Si le poids P est à tel point grand que son déplacement cause des 
difficultés, on peut le réduire puis, conformément à l'hypothèse, 
en augmentant proportionnellement les flèches mesurées, obtenir 
la déformée pour une valeur donnée de la force 2. 

174. Examinons deux états d’un corps élastique quelconque 
(pas nécessairement un cylindre) reposant sur une assise rigide. 

Premier état : le corps se trouve sous l'action de son propre poids. 
Second état : le corps se trouve sous l’action d’une certaine pression p 
uniformément répartie sur sa surface. Selon le théorème de la réci- 
procité, le travail accompli par le premier système des forces sur 
les déplacements suscités par le second système est égal au travail 
accompli par le second système des forces sur les déplacements du 
premier système. 

Pour le premier des états indiqués du corps élastique, le travail 
accompli par les forces du poids sur les déplacements suscités par 
l'action de la pression est égal à 


| ydVw,. 


V 


où y est le poids spécifique, y dV. le poids d'un volume élémentaire, 
wp, le déplacement vertical d'un certain point du corps élastique 
se trouvant sous l'action d'une pression p agissant de tous côtés. 
Ce déplacement est mesuré naturellement par rapport à l’assise 
rigide. Or, sous une pression agissant de tous côtés, les allongements 
élastiques dans tous les points d'un corps seront constants et égaux à 


E — —+ (1 — 2p). 


Par conséquent. le déplacement vertical w, est proportionnel à la 
distance de l'assise rigide. Alors, 


| VW p AV =7Y | Wn AV = yVwÿ, 
V 4 
w; étant le déplacement du centre de gravité du corps élastique. 
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Si le centre de gravité du corps élastique se trouve à une distan- 
ce H de l'assise, on aura 


wÿ=H + (1—2p). 
Ainsi, 
Hp 
À vos dv = ÿv HE (1 —2u). 
V 


D'autre part, selon le théorème de la réciprocité, cette valeur 
est égale au travail de la pression p sur la variation AV du volume 
cherché, variation due à l’action des forces du poids propre, c'est-à- 
dire 

Hp 
W—5 (1—2u)=pAV, 


de là, nous obtenons 
1—2u 
E e 

Si on tourne le corps de telle sorte que son centre de.gravité se 
retrouve à une autre hauteur, il y aura une variation correspondante 
de AY. 

Naturellement, la solution obtenue est valable pour n'importe 
quel corps, indépendamment de sa forme. Pour le cylindre donné, 
avec le passage de la position JZ à la position JJ (fig. 156), le volume 
augmentera, évidemment, de 


P(5—R) —%.. 


AV = YVH 


175. Le problème se résout exactement de la même façon que le 
précédent : 
pAVP=PA(AB),, 
où AV est la variation cherchée du volume provoquée par les for- 


ces P tandis que A (AB),, la variation de la distance entre les points 
A et B, due à la pression p. De toute évidence, 


1—2 
A (4B)p = — p + (AB), 


AB étant la distance entre les points d'application des forces. Par 
conséquent, la variation cherchée du volume sera 


AVp=— P.AB. 


176. L'explication est erronée. Conformément aux considéra- 
tions faites, indépendamment de la forme de sa section transversale 
le tube devra toujours diminuer de courbure, se redresser, sous l'ac- 
tion d’une pression interne. Cependant, l'expérience montre qu'un 


338 


tube de section circulaire ne réagit aucunement à la pression interne 
tandis qu'un tube dont la section a une disposition inversée du grand 
et du petit axes, au lieu de diminuer, augmente de courbure sous 
l'action de la pression interne. 

L'auteur de l’explication présentée plus haut n’a pas tenu compte 
de ce que, outre les forces P, et P, agissant sur les surfaces S, et S,, 
il y a encore une autre force agissant sur le fond du tube. Cette force 
crée un moment exactement égal à la différence entre les moments 
des forces P, et P, si bien que le moment fléchissant dans n'importe 
quelle section du tube est égal à zéro. Avec cela, il n’y a aucune 
nécessité de calculer les valeurs de ces forces pour vérifier ce qu’on 


Fig. 436 


vient de dire. La surface du tube, à droite d’une section arbitraire- 
ment choisie AA (fig. 436), est une surface fermée et, dans cette 
section, la pression crée uniquement une force normale égale au 
produit de la pression par l’aire de la section « nette ». 

Pour une forme quelconque du tube, les forces de pression ne 
créent pas du tout le moment fléchissant. L'exploitation du tube 
s’accompagnera nécessairement d’une déformation du contour de la 
section transversale. Quelle que soit la forme non circulaire de la 
section du tube, le contour de cette section tendra, sous l’action 
d’une pression interne excédentaire, à épouser la forme d'une cir- 
conférence. Avec cela, le petit axe de la section va quelque peu 
augmenter tandis que le grand axe va diminuer et tout le contour 
adoptera une forme rappelant à peu près celle qui est montrée en 
pointillé sur la fig. 436. Avec cela, à chaque fibre longitudinale du 
tube sera communiqué un certain déplacement dans une direction 
parallèle au petit axe de la section. Un tel déplacement pour la 
fibre mn est désigné, sur la fig. 436, par w. 

Lorsque la fibre mn sera déplacée d’une valeur w, elle passera 
à l'arc du grand rayon et des contraintes de traction apparaîtront 
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en elle. Dans les fibres situées au-dessous de l'axe neutre apparaî- 
tront des contraintes de compression. Avec cela, le tube va se redres- 
ser. 

A la lumière de ce qui vient d’être dit, on comprend clairement 
pourquoi un tube de section circulaire ne réagit pas à la pression 
interne. Dans le cas d’une section circulaire, le contour de la section 
ne fait que s'’étirer et w devient négligeable. C'est pourquoi, la 
variation de la courbure d’un tube de section circulaire sera assez 
petite et ne peut pas être décelée dans le cadre des expériences ha- 
bituelles. 

Si le grand axe de la section est situé dans un plan de symétrie 
du tube, w aura un autre signe et, sous une pression interne, la 
courbure du tube va non pas diminuer, mais augmenter. 

177. Dans le cas général, on a pour un contre-plaqué f,/f: 
Æ Eop/ Ep Car la rigidité en flexion d’un contre-plaqué dépend non 


Section de La première Section de La deuxième 
éprouvette éprouvette 


Fig. 437 


seulement de l'épaisseur et de l’orientation des couches, mais encore 
de leur distance par rapport au plan médian. 

En guise d'exemple très simple, examinons un contre-plaqué 
à trois couches (fig. 437). Désignons : la hauteur des couches externes 
par À. ; l'épaisseur de la couche médiane par k.. Les modules d'élasti- 
cité du bois, en travers et le long des fibres, sont respectivement 
égaux à £’ et E”. 

Calculons maintenant E;, et E.,. Pour le premier échantillon, 
nous aurons pour la traction par une force P 


O'bhn+20"bh. = P, 
e(E'bhn + 2E"bhe) = P 
Or, comme &E;,) — P/bh, le module de la première lame sera 


E' 2E"h 
Li = <mRE Te (4) 
En intervertissant ÆE’ et Æ” nous obtiendrons le module de la deuxiè- 
me lame: 


E"} 2E"he 
Ep — LR. (2) 


Trouvons maintenant les modules d'élasticité réduits en flexion, 
E;tiet Een. Pour le premier échantillon en flexion par un moment M 
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nous aurons 


hm/2 hm/2+he 
2b | o’z dz + 2b | o"z dz = M, 
l he 


z étant une distance courante comptée à partir de l’axe neutre, 


g'=E£Æ =: o"-E"{, 
p p 
C'est pourquoi, 
2 hm/2+he 
m, E* - 
2 © Le 2 de + 2 — | 2#d-M, 
0 hon 


ou, après intégration, 
fe +r((le+n)-(4e)7])-# 


Or, comme on sait, 


Ein rs M, 
d'où 
, : h 3 ; 
Esn=(£"—£") (+) +E". (3) 
En intervertissant Æ’ et E”, trouvons 
Een =(e" 2 (#2) + (4) 


Des expressions obtenues (1),] (2), (3) et (4), on voit que dans le 
cas général 


Eip E: fl 
Esp LETT ù 
Par exemple, si on pose k, —h/2 et h.—h/4, on aura 


Ep Ein  E'+7E" 
Esp * Eog 7E'+E"* 


178. Dans le problème proposé, tous les calculs sont faits d’une 
manière correcte et il n’y a pas de faute comme telle. Le résultat 
obtenu est dû au fait que pour résoudre le problème on a supposé 
qu'il n°y avait ni efforts tranchants ni moments fléchissants dans les 
sections de l'enveloppe. 

Si l'on tient compte de ces efforts, les déplacements qu'on ob- 
tiendra seront finis. On peut avoir aussi une solution valable en 
partant de la théorie de membrane à la seule condition de tenir 
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compte d’une variation des efforts internes due à la modification de 
la forme de l’enveloppe au cours du chargement. 

_ En résumé, on peut dire que lors de la détermination des con- 
traintes, le fait de négliger la rigidité en flexion n'entraîne pas des 
erreurs sensibles dans la solution. Mais lorsqu'on a à évaluer les 
déplacements, une telle façon de procé- 
der n'est pas toujours permise. 

179. Examinons une section d’un 
cylindre profilé (fig. 438). Soit p la 
pression interne et [o]l, la contrainte 
admissible. 

L'épaisseur de la partie cylindrique 
de la section se détermine d'après la 
contrainte admissible et est donnée par 
la formule suivante : 


Pre 
Fig. 438 =; 


La paroi interne de soutien est soumise à la traction et se trouve 
sous l'action des forces qui lui sont transmises du côté des deux 
cylindres circulaires avoisinants. À une unité de hauteur du cylindre 
revient une force pr. La force de traction dans la paroi sera de 


2pr sin (B — a). 


La contrainte admissible pour la paroi est supposée être la même 
que pour le cylindre circulaire. Aussi, l'épaisseur de la paroi sera-t- 
elle 


pepe) 
[o] 


Trouvons maintenant le poids de la structure par unité de lon- 
gueur du cylindre profilé 


P = yn (2Brô + ah), 
où y est le poids spécifique du matériau, nr, nombre de sections. 
Après substitution de 6 et k, nous obtiendrons 


P = 2yn [Br + a sin (BP—«@)]. (1) 


Trouvons le volume de la cavité interne par unité de hauteur. 
Le volume du secteur ABC est égal à + Br, tandis que pour le 


triangle OAB nous avons + ar sin (BP — «), c'est pourquoi, 


V =2n [5 prit ar sin (B—a) | 
ou 
| V = nr [Pr + a sin (P— «&)] 


Revenant à l'expression (1), nous obtiendrons 


P—27E y. 
[o] 

Cela signifie que pour un volume donné d’un gaz comprimé, 
le poids de la structure ne peut subir aucune variation si l’on fait 
changer les grandeurs «&, f, a et n. Un cylindre ordinaire lisse a, 
pour un même volume de la cavité, un poids identique et, en plus 
de cela, est plus facile à fabriquer. Ainsi, la structure proposée ne 
se justifie pas. 

180. Dans la question posée, on ne dit mot de quelle façon la 
charge P a été appliquée sur le ressort. Progressivement ou tout 
d'un trait? Si la charge a été appliquée progressivement, par petites 
portions. de telle façon qu’à n'importe quel moment de l’applica- 
tion de la charge le système se trouvait en équilibre, alors, l’expres- 
sion (1) est fausse. L'énergie de position perdue par la charge sera 
non pas P?/c, mais bien P?/2c et la balance de l’énergie sera rétablie. 

Si par contre la charge est appliquée d’un trait, lors de l’affaisse- 
ment la charge aura encore une énergie cinétique égale à la diffé- 
rence entre les énergies (1) et (2). Dans la suite, la charge va accom- 
plir un mouvement oscillatoire autour de la position d'équilibre 
jusqu’à ce que son énergie cinétique ne se soit diffusée. 

181. D'ordinaire, on rencontre, dans le meilleur des cas, la 
réponse suivante à la question posée. 

L’angle de rotation de la spire dans le plan axial est déterminé 
par la torsion d’un tronçon du ressort sur la longueur de l’arc AB, 
à supposer qu'on prend la section B pour une section conventionnelle- 
ment immobile, c'est-à-dire 


_ Mtlas _ PRlas 


Ÿ GJh SE GJh (las = 21Rn\8). 


Cette réponse est néanmoins erronée. Il n'y aura aucune rota- 
tion des spires du ressort dans le plan axial (4 = O0). 

Mais, objectera notre lecteur, on ne peut pas être d'accord avec 
ça. En effet, si nous prenons un très petit tronçon ds de la spire, 
(fig. 439), il y aura une rotation d’une section par rapport à une 
autre dans le plan axial. C'est pourquoi, si nous prenons une section 
pour immobile, il y aura nécessairement une rotation de la deuxième 
dans le plan axial. C’est pour dire que l'affirmation selon laquelle 
l'angle 1 est égal à zéro dans toutes les sections, n'est pas justel 

Cependant, il ne faut pas oublier qué l’élément de la spire en 
question subit encore une rotation supplémentaire d’un angle Ÿ 
(l'angle de variation de l'inclinaison des spires) dans le plan y,z,. 
C'est pourquoi, si la section (2) s’est retournée dans le plan axial 
suite à une torsion d’un angle 
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elle s’est simultanément retournée dans une direction inverse, mais 
dans le même plan, d’un angle à = (voir fig. 439). 


3 


Fig. 439 


. L'angle de rotation de la section (2) dans le plan axial sera, 
évidemment, 


or, on sait que 


GT, ? 
et, comme M, — PR, on aura, évidemment, db = 0. 

182. Considérons l’anneau comme une poutre à trois dimensions. 
Dans chaque section d’une spire du ressort tendu apparaissent un 
moment de torsion M, — PR cos «a, 
ainsi qu'un moment fléchissant M: — 
— PR sin a (fig. 440). 

Déterminons au préalable l’accrois- 
sement de la hauteur du ressort AH : 


MM; ds 
AH =: — #7 — + 


l 


GT 


Mn et Mt étant le moment fléchis- 
sant et le moment de torsion créés 
par des forces unitaires appliquées à 
la place des forces P; ces moments 
Fig. 440 sont respectivement égaux à 


Min—<Rsina, Mi=Recosa;: 
par conséquent, | 
_ PR . , PR? 
AH — EJ Sin œ@ —- Gr 
l étant la longueur des spires du ressort. 
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cos? 4, (1) 


Trouvons l'angle dont va se retourner le bout supérieur du res- 
sort par rapport au bout inférieur dans le plan horizontal. Appli- 
quons sur les bouts du ressort des moments unitaires (fig. 441, a). 


Nous aurons alors 
Min —=—tcosa, Mir—sina; 
MaiMin ds MM ds 
ape + (2) 
l l 
A — PRI (-- 77) sin & COS &. 
CGJ  EJ 


Examinons la développée du ressort (fig. 441, b). De toute 
évidence, 


R'ç° + H? = PF. 
Comme Î reste constant, on a 
2Rq°AR + R?2@-Ag + 2HAH = 0, 


ici le signe A signifie l'accroissement du paramètre correspondant. 
De cette expression, nous obtenons: 


H 


R 
Mettons ici Aop et AH: 
PR 1 1 à PHRI [sin°a cos a 
AR = —_ (5-7) Sin & COS 4 — qe ( EJ GT; ]- 
(3) 
Du triangle de la fig. 441, b, il découle que 
__ PR . 
ne el H=pRtga. 


Outre cela, il est évident que 
p—2nn, Ap=2rAn, 
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an étant le nombre de spires. Des expressions (1), (2) et (3), éli- 
minons /, H et œ: 


__ PRin2x [sin2a , cos a 
M CF 
1 
An — PR?n (5 57 )sine, 
2PRS sin a PR3 
DNS 7 sin æ ({ — tp? a). 


Si le ressort est fabriqué dans du fil rond de diamètre d, on 
aura 
a, 


GTr=6- 
EJ —- nd Fe, 


et alors nous obtenons 


64PR3n 1—+-ucos° a 
AH = + Gdf (1+ p) cos « ? 
__, 32PRèn usina 
An= + Gndi 1+u 
3 2 
AR = — 32PR$S sina 1+2u cos? « 


Gndt 1+pu cos? @ 


Les signes qui précèdent les deuxièmes membres dans les expres- 
sions obtenues, montrent que lorsque le ressort est soumis à la trac- 
tion, sa longueur croît (AH > 0), le 

nombre de spires augmente (An >> 0) 
tandis que le rayon diminue (AR < O). 
Si l’angle & est petit, nous aurons 


64P R5n 
AH =, 
__ S2PRn pa 
ARE Tip 
ES: 
__ 32PR3 1+2p 
NE KR AR — ee te 
RER 
183. Pour cela, il faut conférer au 
A LE ressort profilé une précompression, par 


exemple, à l’aide d'un second ressort 
(fig. 442). Quand on appliquera une sol- 
Fig. 442 licitation à un tel système, le nombre de 

spires en service va augmenter. 
184. Dans la position indiquée, le système ne se trouve pas en 
équilibre. Si nous essayons de déterminer la valeur de la réaction 
de l’appui inférieur sans tenir compte de la déformation du système, 
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nous obtiendrons un résultat qui n’a aucun sens pratique : 
R = +Æoo. 


Effectivement, en égalant à zéro la somme des moments créés 
par toutes les forces par rapport à l'articulation d'en haut (fig. 443), 
nous obtiendrons 

R-0 + Pa = 0, 


c'est de là que nous trouvons la valeur de la réaction R indiquée 
plus haut. | 

Pour déterminer la réaction, il faut, par conséquent, tenir compte 
du déplacement horizontal du galet d’en bas. Nous considérerons 


Fig. 443 


que l’équilibre du système survient pour un déplacement angulaire 
de l'appui inférieur de œ (fig. 444). 


Fig. 445 


Des conditions d'équilibre jon aura, évidemment, P — Ro. 

Suite à la déformation du portique, le segment AB a augmenté de 

a (1 —cos y) = ss 

D'autre part, cette même grandeur peut être déterminée en 

multipliant les épures des forces données par les épures des forces 
unitaires (fig: 445). Ainsi, nous obtenons 


Rai 5 ®\ _ 29° 
er 3 (1+%)- 2 
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Puisque les déplacements du portique ne sont pas grands, on 
peut négliger /2 entre parenthèses en comparaison avec l'unité. 
Ensuite, en mettant dañs le deuxième membre de l'équation P/R 
à la place de , nous obtenons 


3 for 
S'SP2E 
REV Ge: 


185. Pour un système semblable à celui montré sur la fig. 169, 
de nouvelles formes d'équilibre apparaissent pour de grands déplace- 
ments. 

En particulier, si dans la barre. les contraintes ne dépassent pas 
la limite de proportionnalité, pour P > 3,2EJ/E, la barre a, en 


Fig. 446 


plus de la forme initiale principale, encore deux formes (2 et 3) 
(fig. 446). La forme 2 est stable tandis que la forme 3, instable. 
Pour P > 7,1EJ/P, il peut exister encore des formes instables 
d'équilibre 4 et 5 (fig. 446), etc. 

Avec une augmentation progressive de la force P, la forme 1 
ne peut, naturellement, pas se transformer dans la forme 2 ou dans 
une autre forme quelconque. Cependant, si au préalable on rejette 
la barre à gauche et puis on la soumet à une sollicitation par une 
Lise plus grande que 3,2EJ/l, la barre épousera la forme d'équi- 
ibre 2. — 

186. Prenons deux systèmes de coordonnées orientés de façon 
arbitraire. Le premier, XYZ, avec pour origine le point À et le 
second, zyz, avec pour origine le point B (fig. 447). 


Désignons par P., P,, P, les NS de la force P Selon 
les axes XYZ; on a 


Piel, “Ps pi CP. Pn, 
l, m, n étant les cosinus directeurs de la force P dans le système XYZ. 
Désignons les déplacements du point B selon les axes zyz par 


zx, y, z. Ces déplacements seront LS aux composantes des forces 
par une relation linéaire: 


P,= Pl=- = CxxT Pr + Cx:2 


Py= Pm=cyxt + Cyuÿ + Cu, (1) 
P,=Pn=c,,x + C:yÿ + C::2, 
OÙ Cxær Cxyr + - - Certains coefficients constants exprimant la rigidité. 


Par exemple, c., est la force qu'il faut appliquer au point À dans 
la direction des x pour obtenir un déplacement égal à l'unité au 
point B et dans la direction des y. 

Elevant au carré les deux membres de chaque égalité (1) et 
faisant leur  . nous obtiendrons 


= (cs + Chx + Cix) 2? +- (c£y a Cu + Cy) y? + 
+ vs + Ce + C?:) ) z? + 2 (CrxC y + CyxCyu F 
+ Crxley) TY + 2 (CxxCxz + CyxCys + CrxC1) T2 + 
+ 2 (Cucxz + CuyCyz + CruC:s) Y2. 


Ainsi, nous voyons que le vecteur de déplacement au point B 
va décrire une surface de second degré ayant son centre dans ce 
même point. Cette surface peut être soit un hyperboloïde à deux 
ou à une nappe soit un ellipsoïde. De par l'essence physique du 
problème, cette surface ne peut avoir de points infiniment éloignés ; 
par conséquent, ce sera un ellipsoïde ou bien une de ces surfaces 
dans lesquelles l’ellipsoide peut dégénérer. 

L'on comprend que ce qui vient d’être dit n’est pas encore une 
démonstration exhaustive mais tout simplement une supposition. 
Une démonstration rigoureuse, que nous omettons ici à cause du 
caractère encombrant des calculs, consiste en ceci. Au moyen d’une 
rotation des systèmes des coordonnées XYZ et 3yz, on transforme les 
équations (1) de telle sorte que six coefficients c.,, c,,, Cxze Css Cyz 
et c,, deviennent nuls. Pour cela on choisit, de façon requise, trois 
angles de rotation du premier et trois angles de rotation du second 
systèmes des coordonnées. On aura alors 


Pl=c,,z, Pm=c,;y, Pn=c 


de là, en éliminant !, m, nr. nous obtiendrons l'équation de l'ellip- 
soïde : 
z y 
EEE P dr: LR Y To 
Cyx Cyy C2 
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187. Quand une section de l'anneau tourne dans le plan axial 
d’un angle , un allongement tangentiel e—+ apparaît au point 


Fig. 448 
A avec pour coordonnées p, &. (fig. 448). Or, d’après les données 
de la figure 
A=p{sin(æ+p)—sina], a—R+psin. 


Comme p est beaucoup plus petit que R,onaaæR. C'est pour- 
quoi, nous avons 


e=+ {sin (&—+ p)—sin a], 


IL: 


o=E [sin (&+ d) — sin dl]. (4) 


Les contraintes. o créent dans la section de l'anneau un moment 


fléchissant par rapport au diamètre [horizontal; ce moment est 
égal à | 


M= | oyar, 
ie 
où dF et y sont respectivement égaux à 
dF=pdadp, y—pcos (a+). 
Nous obtenons alors 


M => | | p? [sin (æœ + p) — sin &] cos (& + p) dp da (2) 
0 0 J 


ou 
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D'autre part, des conditions d'égalité d'une moitié de l’anneau 
(fig. 448) découle que M = mR. Par conséquent, 
4mR? 
Enr * 
Pour 0 < @ < x/2, le moment m croît pour atteindre, pour @ = x/2, 
sa valeur maximum | 


sin @ — 


Enr 
Mmax — Rs : 


L'accroissement ultérieur de l'angle @ exige un moment plus 
petit. Pour @ = x, c'est-à-dire quand l'anneau est retourné à l’en- 
vers, m — 0. Avec cela, l'anneau se trouve dans un état d'équilibre 
instable et, pour une perturbation toute petite qu'elle soit, il va 
regagner sa position initiale. 

Pour @ > x, le moment m << 0. Cela signifie que pour maintenir 
l'anneau dans une position donnée, il faut dans ce cas appliquer un 
moment de signe inverse. 

On peut considérer la valeur obtenue plus haut de mA, comme 
la valeur critique du moment, valeur pour laquelle se produit, com- 
me on dit, le « chavirement » de l'anneau. 

188. L'expression (1) obtenue pour les contraintes © dans le 
problème précédent 


Oo — E [sin (&œ + p) —sin a] 


se modifie par l'introduction d’un terme supplémentaire 


Ex __} psina 
ES 
reflétant la précontrainte de flexion. Nous aurons cette fois-ci 


o= sin (& + y). 


A la place de l'expression (2), nous obtiendrons 
r 2x 


M = _ | | p° sin (& + œ) cos (& + p) dp dp = 0. 
0 0 

Cela signifie qu'un anneau doté des précontraintes indiquées va se 

retourner dans le plan axial sans qu'on ait à appliquer des sollicita- 

tions extérieures. Un tel anneau se présente pour ainsi dire comme 

un mécanisme élastique. Le lecteur peut sans trop d’efforts vérifier 

expérimentalement ce qui vient d'être dit. 

Des propositions ont été émises pour employer le phénomène 
décrit comme moyen de mesure de la valeur du frottement interne 
qui se produit dans les matériaux en déformation. 

189. Le problème posé peut être résolu dans le cadre d’une ap- 
proche statique. 

Sans tenir compte de l'effet dynamique lié à une rotation non 
uniforme du câble, déterminons le mode de variation du moment 
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d équilibre à la sortie pour un moment constant à l'entrée. Désignons 
par 4/p la courbure du câble et, en négligeant les forces de frotte- 


Lé 


ment, établissons l’équation d'équilibre d’un élément de longueur ds, 


Fig. 449 


prélevé du câble (fig. 449). Les réactions agissant sur cet élément 
du côté du guipage, sont normales à la surface du câble et ne créent 
pas de moment par rapport à l'axe x. 
C'est pourquoi, égalant à zéro la somme 
des moments par rapport à l'axe x, nous 
aurons 


dMx M, 
ds SNS (1) 


Par conséquent, en l'absence des forces 
de frottement, le moment M, change le 
long de l’axe dans la mesure où existe 
le moment M, c'est-à-dire un moment 
fléchissant agissant dans un plan per- 
Fig. 450 pendiculaire au plan de la courbure du 

câble. 

Soit dans une section du câble un point À avec pour coordonnées 
polaires ret 1 (fig. 450). La contrainte normale dans ce point peut être 
représentée sous forme de deux termes. Le premier représente la 
contrainte qui apparaît dans le câble lorsque ce dernier se courbe 
selon la forme du guipage, c'est-à-dire 


2. 
O = Er sin p(= ) » 
1/p9 étant la courbure du câble avant qu'il ne soit placé dans le 


guipage. 
Le second terme représente la contrainte qui apparaît dans le 
point À après la rotation du câble dans le guipage d’un angle ®. 
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Trouvons pour commencer le déplacement du point À le long 
de l'axe y (fig. 450): 


r sin (d + ) — r sin ÿ. 


L'allongement relatif le long de l'axe x sera 


— [sin (+ ç)— sin Ÿ], 


tandis que la contrainte 


o"=E—{sin (b + q) — sin |. 


La contrainte totale sera 
OC, =0" +0" = Er [+ sin +p— sin v]. 
Trouvons maintenant le moment fléchissant M, : 


M, = | ozdF, 
F 


R 
M, = | | Er [<-sin (b+@)——+sinv |rcos (b+ p) r ddr, 
0 0 
d'où 
LE; 
M, = ms Sin. 


L'équation (1) prendra la forme suivante 


Intégrons cette expression par rapport à s en supposant que toutes 
les sections se sont retournées d'un même angle : 


: l ds 
M,— Brain e | +c 


Si un moment #7, est appliqué à une extrémité du câble (pour 
s— 0), le moment d'équilibre M, sera, pour s—/, suivant: 


l 
| | ds 
M,= Mi EJ sin . 


Ainsi, nous voyons que le moment d'équilibre à l'extrémité du 
câble a augmenté d'un terme supplémentaire qui change proportion- 
nellement au sinus de l'angle de rotation du câble. Si par contre 
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on rend égaux les moments M, et M;, lors de la rotation du câble 
les conditions d° équilibre ne seront pas remplies et la rotation ne 
sera pas uniforme à la sortie. 

Le moment W, ne dépendra pas de l’angle @ si 


l 
| _ds =(, 
PPo 

0 


La condition suffisante d'un fonctionnement normal du câble d'un 
compteur de vitesse’est 1/60 = 0, en d’autres mots, il suffit que le 
câble soit droit avant qu’on ne le place dans le guipage. 

190. Pour la corde, la fréquence des variations correspondant 
au ton principal se détermine comme on sait, par la formule 


EN 
7 2 ml ? 


T étant l'effort de tension dans la corde, m, sa masse et /, sa lon- 
gueur. 

Dans le premier cas de fixation, au fur et à mesure qu’augmente 
l'effort de tension, la masse de la corde en vibration va, pour une 
longueur invariable !,, changer pour atteindre, de toute évidence, 


m lo _ 
0 + Al ? 
mo étant la masse de la corde tendue d’une longueur /,. Ainsi, nous 


obtenons: _ 


1 TR UE En a À V'r(1+4t) 


M=z) Rx Uo+Al) ONE 7: Hip 


MV mb = T(1+ ++). 


Dans le second cas, trouvons 


1-- T 
eV ur 
nr. T 
2 Vo =1/ AL © 
dir 73 


Dans les deux cas AU/l, est donné comme une fonction de l'ef- 
fort de tension (fig. 175), c'est pourquoi, les relations v, et v, en 
fonction de 7 se déterminent aisément. La fig. 451 montre cette 
courbe de dépendance. 

Ainsi, nous voyons que pour le premier procédé de tirage la 
fréquence des vibrations du fil augmente avec le tirage. Dans le 
deuxième cas, la fréquence peut diminuer avec l’augmentation de 
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l'effort de tension. Ce phénomène trouve sa confirmation expeéri- 
mentale. Il ne faut tout simplement pas oublier que ce n'est pas 
tout caoutchouc qui possède une courbe de traction de même type. 


Z Voie k 


Fig. 451 


191. Le problème ne contient pas de difficultés de principe. 
Naturellement, la poutre obtenue de la façon décrite vibrera autour 
de la position d'équilibre tout comme 
une poutre ordinaire encastrée aux extré- 

mités et le déplacement hk n'exercera : 
aucune influence sur la fréquence. 

Ecrivons l'équation de mouvement 
d’une poutre flexible (fig. 452) 


av) — 4 0 
EJy ; 


y étant le déplacement compté à par- | 
tr de la position d'équilibre. Fig. 452 
Posant y — Ÿ sin wf, nous obtiendrons 


YANN ay = 0 (a= 5), 


de là 
Y = À sin az + B cos az + C sh ax + D chax. 


Cette fonction doit satisfaire aux conditions limites suivantes: 
pou z=0, Y =0 et Y’=0, 
pour z=i, Y =0 et Y'—0. 


Egalant à zéro le déterminant du système homogène des équa- 
tions, nous aboutissons à l’équation transcendante suivante: 


cos al ch al — 1. 
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De Ià a1=4,73 ou w—4,7#}/ 


Jusqu'à présent, tout se passait suivant un schéma ordinaire. 
Or, dans le problème posé, la longueur L'dépend elle-même de g. 

Dans la position initiale d'équilibre, la déformée a l'allure 
d'une courbe du quatrième degré: 


Ur (37 + Cor + Cas + Ci + Co) 


Comme pour z = 0, y, et y, deviennent nuls, on aura Co = C1 = 
= 0. Pour z = !, nous avons y, = 0 et y; = 0. Ce qui donne 


q zh l2x2 
Jo = ET (FF 3 + 12 7): 
Or, pour x = !, le déplacement est égal à h. C'est de là que se 
détermine la longueur L': 
pe — T2EJh 
q 
Revenons maintenant à l'expression qui donne la fréquence; 


éliminons de là [L#: 
__ 4, 732 
TVR LE £-263 y £. 


I1 s'avère que la fréquence des vibrations propres d’une poutre 
ainsi obtenue ne dépend ni de la masse de la poutre ni de sa rigidité 
mais uniquement de la valeur de k. 

Fait intéressant, n'est-ce pas? Nombreux sont à le considérer 
ainsi en tout cas. 

Paraphrasant le sophisme de Gardner sur les nombres intéressants, 
on peut dire qu'il n'y a pas de problèmes non intéressants, sinon 
tous les problèmes qui nous sont connus pourraient se subdiviser en 
deux classes : les problèmes intéressants et ceux qui ne le sont pas. 
Mais parmi ces derniers, on pourrait toujours trouver au moins un 
problème qui serait le moins intéressant, ce qui obligerait à lui 
témoigner de l'intérêt et à le porter donc dans la classe des problèmes 
intéressants. En agissant ainsi, nous devrions arriver à cette conclu- 
sion-ci que parmi tous les problèmes qui nous sont connus, il n'existe 
pas de non intéressants. 

192. Supposons que le cylindre retourné à l'envers conserve sa 
forme initiale, c'est-à-dire la forme d’un cylindre de rayon R; dé- 
terminons les contraintes qui, sous cette condition, apparaîtront 
dans le cylindre. 

Pour des couches situées à une distance z de la surface médiane, 
l'allongement relatif dans une direction tangentielle sera déterminé 
par la variation de la courbure du cylindre de 1/R à —1/R. Si dans 
un élément do la longueur de cette fibre était avant la déformation 
(fig. 453) de 

(R+2)d, 
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pour le cylindre retourné à l'envers, elle sera de 
(R — 2) dy. 
L'allongement relatif dans la direction tangentielle sera 
— (R—s)dp—(R+z)dp À _,2 
(R +2) dp R 
L'allongement relatif e. dans la direction axiale est égal à zéro. 


= 


dp 


Fig. 453 
Par conséquent, nous obtenons 
Ot = pr (er + pe.) er +. 
Ox = 7 (+ ue) = —h + 


Ainsi, nous arrivons à la conclusion que pour qu’un cylindre 
retourné à l’envers conserve sa forme cylindrique, il faut appliquer 
à ses extrémités les contraintes o, que montre la fir. 454. 


TD 0,8,0, D A CR OR A 
NS SR RE 
Oz 


MN RO RO SES 


20680002 208000 DRE DS dan ea na n'es x 


Fig. 454 Fig. 455 


Il va de soi que la forme réelle du cylindre retourné à l’envers 
sera la même que celle qu'adopterait un cylindre qui serait sollicité 
à ses extrémités par un système inverse de forces (fig. 455). Le mo- 


357 


ment M auquel se ramènent les contraintes ©; par unité de l’arc du 
contour, sera 


: un Ehs 2 
Fo | A lea à: 


Au moyen de deux sections  axiales, prélevons du cylindre une 
bandelette dont la largeur est égale à l'unité (fig. 456). On peut 


7 
. 


ER PP PO PT IE, 


considérer cette bandelette comme une poutre reposant sur une 
fondation élastique car la composante radiale 7 des forces agissant 
sur cette bandelette du côté des parties voisinantes de l'enveloppe 
est proportionnelle à la flèche w de la bandelette. 

L'effort T revenant à l’unité de longueur sera 


= Eh, 
tandis que sa composante radiale 
g=— Fe à Eh 


Le signe moins a été adopté pour g suite à ce que cette sollicita- 
tion est dirigée dans un sens opposé à la flèche. Or, 


EJ w 
qe 000 == — "pr É 


EJ Eh 
1—u2  12(1—p?) 


est la rigidité de la bandelette en flexion gênée. Nous aurons alors 


WAV LE &ktiwo = 0, 4k= EE — 


Résolvant cette équation, nous obtiendrons 
w = e"** (A sin kx + B cos kx) + e*** (C sin kx + D'cos kx). 


Comme le cylindre est suffisamment long, nous nous limiterons 
à l’étude des déplacements dans la zone d'un seul contour. Rejetant 
la partie croissante de l'équation, c’est-à-dire posant C = D = 0, 
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nous obtiendrons 
w = e"** (A sin kr + B cos kz). 


Les constantes À et B se déterminent des conditions suivantes : 


pour z = 0 
a ET  , 
M1 = 1—p2 D — M, 
pour z=0 | 
Q=Mrn=0 (w”"=0), 
ou | 
Eh Si EhS 2 : 
LU) AGE R° A+B=0, 
de là 
hp .. +: 
= B=— K2R 
w= ie (cos kx—sin kz), Wnax = W |x=0 =. 
Or, comme _ 
__V3G—p) 
Penn ci 
on aura de 
FR ESS PES 
v3(1—n?) 
Pour u — 1/2, 
Wmax = h/3. 


La forme du cylindre retourné à l’envers, dans une version exagérée, 
est représentée sur la fig. 457. 


Fig. 457 


193. Trouvons les racines de l'équation caractéristique 


ai — Se a? + 4h = 0. 
C'est-à-dire 
RO: RO 2 
2 x x \2 pre 
=D + ( 5D 4k 
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On peut négliger le terme indiqué dans les données du problème 
dans le cas où 


D €, 


ce qui, après substitution des valeurs de D et k, conduit à la con- 
dition: 
E h 
x V3a- À° 


Il est aisé d'établir que dans beaucoup de problèmes pratiques cette 
condition n'est pas toujours respectée. Aussi, faut-il ne pas perdre 
de vue cet état de choses quand on étudie l'effet de bord. | 
Dans le cas d’une épaisseur assez petite, c'est-à-dire pour les 
enveloppes à rigidité en flexion petite au point de disparaître (en- 
veloppes à grandes déformations), on ne peut étudier l'effet de bord 
qu'en tenant compte du terme contenant la dérivée seconde de w. 
Ici, le passage limite dans l'équation (1) (voir les données du pro- 
blème) devient possible. Multipliant par D tous les membres de 
l'équation et posant celle-ci égale à zéro, nous obtiendrons 


"_ Ban 2 + h# 
wo = + 


E 
où B? — RÈ . 
De là 
Br +Bzx _M# 
w — Ae + Be + r (5E-— =). 


Rejetant la partie croissante de w et choisissant À tel que pour 
zx = 0 la variable w s’annule, nous obtiendrons 


La vitesse d'amortissement est déterminée par la grandeur f. 
194. Les conditions d'équilibre donnent 


mw® (l+u)=P=f(u). 


Résolvons graphiquement (fig. 458) cette équation par rapport 
à u. Les racines de cette équation sont déterminées par les coordon- 
nées des points d'’intersection des droites mw? (1 + u) avec la courbe 
P = f(u). Menant quelques rayons, construisons la courbe de dé- 
pendance de mw?l par rapport à u (fig. 458). 

Pour mw?l = 1,0, la bille change, par bond. sa position en pas- 
sant d’un point caractérisé par la valeur de déplacement u = 1,8, 
au point u — 7. Un bond inverse a lieu pour mo°l = 0,8. 
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L'on comprend qu’un bond direct peut avoir lieu pour mw?l < 
< 1,0 (mais plus grand que 0,8), si on communique à la bille une 
perturbation suffisamment grande. 


: 7 
Se 


3 4-5 


1 73 S#sSF7u 


Fig. 458 


195. La hauteur d'emplacement du point © du système déformé 
par rapport au plan horizontal sera H — w. L'angle d’inclinaison 
des barres sur l'horizon sera alors 


H—w 


Q = l 


Si l'on désigne par {NV l'effort de compression dans les barres, 
des conditions d'équilibre on obtiendra, évidemment, 


P=—3Na=3N 7. 


D'autre part, l'effort N se détermine par la valeur du raccourcis- 
sement de chaque barre 
N=— LE AI | 


En partant des considérations purement géométriques (fig. 459) 
exprimonsj A! au moyen de w: 


NET 2%; 
cos &œ 
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A cause du fait que les angles &, et « sont petits, nous avons 


CAT 
Al&lI 1— = = + (ai — a?). 
FD 


En substituant æ&, et «, nous obtiendrons 


ant (H—5). 


L'effort NV sera alors 


ce 


N-— w(H—<+). 
La force P s'exprime de la façon suivante: 
= — w) ( H— +) 


La fonction obtenue peut être mise sous june forme adimension- 


nelle 


mm rl-#)(i-3+) 


et représentée sous forme de courbe (fig. 460). Cette courbe a deux 
points extrémaux À et B. Sur le premier tronçon OA a lieu un ac- 
croissement simultané de la charge et de la flèche. Lorsque la force P 
atteint une valeur correspondant au premier extrémum, on assiste 
à un changement par à-coups de la flèche (4C, comme le montrent 
les flèches). Si l’on continue d'augmenter la charge, le déplacement w 
continue de croître. Si, maintenant, on décharge le système, les 
barres seront maintenues dans un état libre, pour w/H = 2, c'est-à- 
dire, le point nodal des barres se retrouvera d’une valeur H plus 
bas que le plan horizontal immobile. En appliquant une charge de 
signe inverse, on peut provoquer un flambage-claquement (snaping- 
through) inverse BD du système et faire revenir ce dernier à sa posi- 
tion initiale. 
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Le tronçon AB de la courbe correspond aux formes instables 
d'équilibre. 

Ainsi, pour des valeurs de la force P se trouvant entre les deux 
extrémums (fig. 460) 

| Er 
ER PS Re 

le système a trois formes d'équilibre : deux stables et une troisième, 
intermédiaire, instable. 

En particulier, pour P — 0, cette forme instable correspond 
à une disposition des barres dans un plan horizontal (w/H — 1). 


Fig. 460 


Une très petite déviation de cette position amènera le système à 
occuper soit une position supérieure soit, inférieure. 

196. Nous supposerons que sous l’action de la force, la section 
transversale rectangulaire ne va pas subir de déformations, mais 
se retournera d'un angle @ autour d’un certain point O se trouvant 
à une distance c de l’axe de rotation (fig. 461). 

Examinons dans une section du ressort un point À ayant pour 
coordonnées z et y. Après la rotation, ce point adoptera la position 4° 
et se rapprochera de l’axe de symétrie de 


A=f{xcos(æ—@)—ysin(æ—œp)]—[xcosa—ysin «]. 
Par suite du fait que les angles & et @ sont petits, on peut écrire : 


1 : 
cosaz Î—-—a, snaza; 


1 ; 
cos (a—p) &1—-5(a—p}, sin(a—p) (a—), 


et alors, nous obtenons 
A=zp (a—+)+ y. 
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L'allongement relatif tangentiel correspondant au déplacement A 
sera 


a 
un c—zcosa+ysina  c—zxz” 
p(a—+)+1p 
4 = — "|, 


C—T 


La contrainte ©, est égale à o, — Ee.. 


Fig. 462 


Déterminons maintenant la force normale dans une section 
axiale du ressort 
c—-a+h/2 


N= | | O1 dx dy ; 
c—b —-h/2 
mettant ici la valeur de ©, obtenue plus haut, nous aurons 


c—-a—+h/2 En d l 
N=E | PEER vu sio(e—# (a—b+cln?). 


Or, en considérant les conditions d’équilibre d'une moitié de l’an- 
neau (fig. 462), nous nous convaincons de ce que V = 0. De cette 
condition trouvons 
b—a 
In © 

a 


C—= 


Trouvons maintenant le moment M: 
ca +h/2 
M — | O[zsin (œ— p)+ y cos (a — p)] dx dy, 
c—b —h/2 


ca +h/2 zp(a—+) + yp 
— "7 [z(a—p)+ y] dx dy, 


CT 
c—b -h/2 


b2 2 b 
M = Eh Le (a—+) (æ— p) Jah 2ca— 2cb+ c?1n —) + 
LOS 0 
+ioms]. 
D'autre part, des conditions d'équilibre d'une moitié de l’anneau 


(fig. 462), il ressort que 


LS T 


2M= | > be sin 6 d8— E ct sin0@, M=- (b— 0). 
0 0 


Ainsi, nous obtenons 


—— (b— a) = Ehp{[(a—+) (a — p) (5 + 2ca — 2bc + 


+ame)+# me). 


Eliminant de là c et remplaçant & et respectivement par H/(b — a) 
et w/(b — a), w étant l'aplatissement du ressort, trouvons 


2xEh 1 b+a 1 h?2 b— 
PE [a+ (H—w) (7 _— T2 LE ds | 
a 


A l'aide d’une vérification numérique, on peut établir directement 
que pour À << b/a << 4 la relation suivante sera juste 
14 b+a 1 1 b 


Den D ro 


in 12 


C'est pourquoi, 
. rE£Eh b _w EL 2 
P=prwime|(# 5) (4 w)+ he |. 

La dépendance obtenue entre la force P et l’aplatissement w 
du ressort est non linéaire et, en fonction de la relation H/h, peut 
prendre divers aspects. 

La fig. 463 montre les courbes de dépendance 


P,=P Ce 
nEh4 me 


en fonction de w/h pour différents H/h, c'est-à-dire, 


(4-1) (E-4) +1]. 


Voyons maintenant comment change d'aspect la caractéristique 
du ressort P, = f (w/h) en fonction de H/h. La courbe correspon- 
dant à H/h — 0 représente la caractéristique d'un ressort plat pour 
disque. L’accroissement de la hauteur H provoque avant tout une 
augmentation de la rigidité initiale du ressort et, puis, une per- 
turbation de la monotonie de l'allure de la courbe. Pour une valeur 


365 


de H/h = V2 (cela peut être aisément établi de l'analyse de l'expres- 
sion obtenue), sur la courbe du ressort apparaît un tronçon à dérivée 
négative situé entre deux points extrémaux. On peut l’appeler tron- 
gon de rigidité négative puisque, dans le cas présent, l’accroisse- 
ment de la flèche se produit avec une diminution de la charge. Un tel 
régime de fonctionnement du ressort n’est pas stable, et les efforts 


Fig. 463 


correspondant aux points extrémaux seront critiques pour le ressort 
donné. Lorsque l'effort atteint le premier extrémum, le ressort va, 
par bond, changer de courbure en sautant le tronçon instable. Le 
fonctionnement ultérieur du ressort se passera sur la partie droite, 
stable et croissante, de la caractéristique. Le déchargement du ressort 
provoquera un changement inverse, par bond, de la flèche, et ce 
changement correspondra au second effort critique. 

Une augmentation ultérieure de la hauteur Æ du ressort donne, 
comme on le voit de la fig. 463, une incurvation plus grande encore 


de la caractéristique, et pour des valeurs de H/h > 2 V 2 cette 
dernière commence à couper l’axe des abscisses. Pour une force 
P = O0, le ressort a, par conséquent, trois formes d'équilibre dont 
deux sont stables, tandis que la troisième, intermédiaire, instable. 
Après un flambage-claquement suivi d'un déchargement, un tel 
ressort ne revient pas dans sa position initiale et conserve une cour- 
bure résiduelle élastique correspondant au point d'’intersection de 
la courbe avec l'axe des abscisses. 

Comparer la solution de ce problème avec celle du problème 195. 
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197. Etudions la condition d’équilibre du tube dans une posi- 
tion inclinée (fig. 464). Si on désigne par H la distance qui sépare 
le bout supérieur du piston et l'articulation au début du charge- 
ment, alors, on aura de toute évidence, 


P ; 
P(A— €) sin p=c, (1) 
d'où nous obtenons 
P | 4c | 
HC,  2cos [1 + V1 ci H? pootgp]- 
Introduisons la notation: 


P 4c 
He, — P: cH2 — À. (2) 


Nous aurons alors 
1 
Pme 1 + V 1— Av cotg pl. 


Pour différents À, la dépendance de p par rapport à @ aura divers 
aspects. La fig. 465 montre cette fonction pour des valeurs de À = 0,5, 
1,0 et 1,2 pour 0 < << x. Les courbes obtenues correspondent aux 
formes d'équilibre du système dans une position inclinée par rapport 
à la verticale. En plus de cela, il existe une forme d'équilibre pour 
la position verticale de la barre (l'équation (1) est toujours satisfaite 
pour = 0). Sur la fig. 465 cette forme d'équilibre est donnée par 
des points se trouvant sur l’axe des ordonnées. Pour À = 0,5 et, 
d’une manière générale, pour toutes les valeurs de 0 << À << 1, les 
courbes p = p (@) coupent l’axe des ordonnées en deux points dont 
le point inférieur correspond à la première valeur critique du para- 
mètre p. Pour À = 0,5, pe, = 0,147. Au reste, généralement parlant, 


Ps=z(1—-V1—1), 


Per = [1-8 + | 


Maintenant se pose la question de la stabilité des formes d’équi- 
libre indiquées. Le minimum de l'énergie potentielle totale 


U= + A + P(H—A)cosp 


ou 


sert de critère de la position d'équilibre stable. Les deux premiers 
termes de cette expression représentent l’énergie de déformation, 
tandis que le dernier, la variation du potentiel de la force exté- 
rieure P. Comme A — 4 cos œ)/c,, nous obtenons 
2 2 
Ü= + PH cos p— en 
La condition dU/dg — L est la condition d'équilibre (la condition 
d'extrémum de l'énergie) et nous conduit, comme on devait s'y 
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attendre, à l’équation (1) obtenue plus haut. La condition de mini- 
mum de l'énergie s'écrit comme suit 


au 
a 7 


ou 
c— PH cos p+ + cos 29 > 0. 


Conformément aux notations (2), nous avons 


À — peos + p’cos 2p>> 0. 


Etudiant les courbes obtenues, nous remarquons que pour cer- 
tains tronçons de ces courbes, la condition de stabilité est remplie, 
tandis que pour d’autres, non. Sur la fig. 465 les tronçons corres- 
pondant à l’équilibre instable sont montrés en pointillé. La condi- 
tion de stabilité pour l’axe des ordonnées s’écrit sous la forme sui- 
vante : 


À 
% — P + p? > 0, 
de là, nous obtenons: 


p<r(—VT-2) & p> 5 U4VT—D). 


Pour À — 0,5, par exemple, la position verticale du tube sera ins- 
table pour 


0,853 > p > 0,147. 


Sur la fig. 465, la flèche montre l’accroissement de l'angle 
en fonction de la force P dans le cas de À = 0,5. Au début, l'angle 
reste égal à zéro. Pour p — 0,147, le tube dévie de la verticale, 
puis, au fur et à mesure que la force P croît, l'angle œ tend asympto- 
tiquement vers q = x. Avec cela, pour p > 1/2, la force P tendra 
à pousser le piston hors du tube. Dans un système réel, le déplace- 
ment du piston et, parallèlement, l’accroissement de la force P 
se trouvent limités par la longueur du tube. 

Les courbes tracées montrent que l’angle @ peut lui aussi tendre 
asymptotiquement vers x1/2, par exemple, pour le cas de À = 0,5, 
pour p > 0,853. Cela signifie que pour une force suffisamment 
grande, l'aplatissement du ressort se trouvant dans le tube croît 
si fortement et, parallèlement à cela, le bras de levier de la force P 
décroît si vite, que cette dernière n’est pas en mesure de mettre le 
tube plus bas que l’horizontale. A la limite, pour @ = 1/2, l’aplatis- 
sement du ressort (P cos œ}/c,;, comme on peut facilement s’en rendre 
Comp) est égal à H. Ces formes d'équilibre sont cependant ins- 
tables. 

Pour À >> 1, c'est-à-dire pour une rigidité suffisamment grande 
du ressort en spirale ou pour une hauteur ou une rigidité c, du second 
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ressort suffisamment petite, la position verticale du tube, pour 
n'importe quelles valeurs de la force P, restera toujours stable bien 
qu'il existe aussi des formes d'équilibre du ressort dans une position 
inclinée. Pour que le tube adopte cette forme d'équilibre, il faut 
lui communiquer, à l’aide d'une force extérieure, une grande dévia- 
tion latérale. 

La fig. 465 montre aussi les branches des courbes p = p (y) 
correspondant aux valeurs négatives de p. Ces courbes montrent 
que pour 11/2 < << x, le tube peut se trouver en équilibre sous 
une force d'un signe opposé. On peut facilement se représenter cette 
forme d'équilibre en tenant compte de ceci que, théoriquement, 
le piston peut se déplacer dans le tube d’une valeur plus grande 
que H. Pour À > H, la force P, dotée d’un signe opposé, va retenir 
le tube dans la position d’équilibre indiquée. 

Ainsi, nous avons étudié les formes d'équilibre pour 0 < q << x. 
Cela n'’épuise pas, cependant, toute la multitude des formes possi- 
bles. On aurait pu continuer l'analyse de cette question en élargis- 
sant la zone de variation de l’angle o à droite, au-delà de x, et à gau- 
che, au-delà de zéro. 

Le cas que l’on vient d'étudier constitue un exemple de la non- 
linéarité la plus simple où, sans beaucoup de difficulté, on parvient 
à obtenir une solution exhaustive et à montrer de façon claire son 
caractère multivoque. En général, la résolution des problèmes non 
linéaires constitue une des questions les plus actuelles et les plus 
compliquées de la mécanique et des mathématiques modernes. 

198. Ce problème est un problème type sur les grands déplace- 
ments d’une barre flexible. 

Référons-nous à la solution du problème 137. La barre élastique 
montrée à la fig. 367 (p. 248) peut être comparée à la moitié d’un arc. 

Pour s = {, l'expression (5) (p. 249) prend la forme suivante: 


B=F (br) — F (Yo): (1) 


Pour s = {, la courbure de la barre est égale à zéro (d&/ds = O0). 
C'est pourquoi, de (4) (p. 249), il découle que 


k cos YL = (t=+). (2°) 

Pour s — 0, & — 6. De cette condition, ainsi que de l'expres- 
sion (3) (p. 249), nous obtenons 

sin D =ksir Vo- (3”) 


Examinons d'abord la première phase de flexion de la barre: 
la tension de la corde (fig. 466). Dans ce cas, comme on le voit de 
la fig. 367, Ô — 0. C'est pourquoi, de (3”) il découle que 4, = 0. 
Pour ce même cas, nous avons 


Tz = €, YL = Rh. 


370 


Les conditions (5) et (7) (p. 249 et 250) donnent 


Fixons-nous quelques valeurs de k et, nous aidant des tables pour 
les intégrales elliptiques, trouvons des dernières équations $, g/l 


Fig. 466 


et h/1. Portons les résultats dans la table suivante: 


1,571 1,574 1,583 1,598 


B 
— 4 0,990 0,967 0,934 
h_ 

? 


0 0,111 0,219 0,324 


Interpolant les résultats obtenus, trouvons pour h/! = 0,3 donné 
les valeurs suivantes : 


B=1/25=1,59, 20,945. 


Ainsi, nous obtenons l'effort P, agissant dans la corde tendue 
ainsi que la longueur a de cette dernière, laquelle demeurera inva- 
riable lors des déformations ultérieures du système. 

Etudions maintenant la seconde étape de flexion de la barre. 
Ici, la grandeur 1}, n’est pas égale à zéro et reste inconnue. Nous 
procéderons à la détermination de cette grandeur de la manière 
suivante. Fixons-nous des valeurs de # et 1,. De l'expression (3”), 
trouvons d'après la condition: 


k sin Yo = sin i. 
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Puis, de (1”), déterminons 
B=F(+)—F (bo). 


Les expressions (6) (p. 250) donnent 
TL, 2 T 
+ =$lLE(S)-E]-1 


YL y) 
7 =pécos Vo 


tandis que des expressions (7) (p. 250), nous trouverons 


& 


ZL YL . 
IL __L cos 60+ — sin, 


D 4 


YI Zr . 
2 = — cos ô— — sin 6. 


l 
Enfin, déterminons la longueur a de la corde (fig. 467): 


z 
sus TT ; 
d'où 
TL 
LL 
l cos Ô 


Ce rapport doit être égal à 0,945. En maintenant k constant, fixons- 
nous quelques valeurs de 4 et répétons les calculs jusqu'à ce qu’on 


Fig. 467 


obtienne a/l égal à 0,945. Nous effectuerons ce genre de sélection 
pour quelques valeurs de k. Portons les résultats dans la table: 


312 


arcsin À 


w a . 
l l 


ainsi que l'effort Q (fig. 467): 


Q=2Psinô, D =2Bsins. 


Pour les mêmes valeurs de X et 1,, nous obtenons 


w QE 
T EJ 
0,045 0,24 


0,192 0,651 
0,337 0,967 
0,459 0,22 
0,585 1,54 


La fig. 468 montre le graphique exprimant la dépendance de 
QE/EJT par rapport à w/l. L'aire délimitée par cette courbe sur 
l'intervalle 0 — w/1 donne l'expression de l'énergie élastique trans- 
mise à là flèche lors du lâchage. Sur la fig. 468 on a montré égale- 
ment la courbe intégrale pour l’énergie U. Cette courbe a été obtenue 
par un simple planimétrage du premier graphique. 

Passons maintenant à un calcul numérique. Pour w/l = 0,6, 
lisons sur la courbe 


UI 
7 Sal 0,53, 


EJ 105.7 -24 
U = 0,53 7 = 0,53 = 695 kgf-cm. 
Egalons cette énergie à l'énergie cinétique de la flèche 
mu PA 
RE 


m 


v=V ED = 5800 cm/s=58 m/s. 


L 
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En réalité la vitesse v sera un peu plus petite car une partie de 
l'énergie sera dépensée pour communiquer de l'énergie cinétique 


dE. y 
£J ‘ EJ ; 
LS gl 
ET 
A 
UE 
£J 
UF 
ul gs {0 4 
PA 
NS 
Fig. 468 


à la corde ainsi qu’à la verge de l'arc. L'effort Q qu'il faut appliquer 
à l’arc pour conférer à la flèche la vitesse qui vient d'être calculée 
se détermine également du graphique de la fig. 468: 


Q12 … . 105-721 
ES lv, = Qi 


l ° 


— 35 kgf. 
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